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摘要 本文针对对称矩阵 A 建立起性态数的并行计算公式
,

并通过数值试验得到 了

拒阵性态数变化对方程组 A x 二 b的解的误差影响
,

同时进行 了向量 和标量计算
,

计葬结

果表明
:
当 n 大 于等于 3 00 时

,

向量计算速度比标量计算速度快 17 倍
。

关键词 对称矩阵
,

条件数
,

并行 处理

分类号 D 15 1
.
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1 对称矩阵性态数公式建立

在科学和工程计算 中
,

由偏微分方程离散化后
,

往往 得到 一个大型 稀疏 线性方程

组
,

它的解有时误差较大
,

其原因是多方面的
。

但有时向题来 自于方程组本身
,

即系数

矩阵元素的微小改变就可能引起方程组性质上的重大变化
,

这就是方程组性态数问题
。

它对方程组的数值解起着十分重要作用
。

假设 A 为任一 n 阶对称矩阵
, A的性态数是指 A 的条件数的倒数

,

它由下式给出
:

R C O N D ( A ) =
1

1! A l】*
{{A

一 ’ 」{
( l )

由 ( l) 式知
,

计算 R C o N D ( A )的关键在计算 {{A 一 ’

}j
。

通常情况下
,

先求出 A
一 ’ ,

然后计算

} A
一 ’

}}值
,

但当 A 奇异时
,

这种算法就会失效
。

下面给出一种计算 !{A
一 ’

}}的近似方法
,

它

的根据是
:

}}A
一 `

= s
Up

~

节才肯
】1, ! I中 U 】}梦 }1

( 2 )

其中 A “ = 夕
.

若能适当选择梦
,

使 {{到 / }}#jJ 尽可能大
,

这时将 !}
:

1{jj/ 列作为 {! A
一 `

{的估计值
。

目p

} A
一 ,

储计值一 {阵
}}李

( 3 )

从而有

R C o N D ( A ) = z / 】】A !}( }IA 一 ’

1}估计值 )

下面在给出合适的 y 之前
,

先给出二个定理
。

定理 1 假设 A 为 , 阶矩阵
, B 二 A

,
A

,

且有正交分解
:

B = V T刃 V

( 4 )

( 5 )

B的特征值为又 1 ,

久
: ,

…
,

六
。 ,

它们满足人 ,

) 几
2

> … 》 久
,

> 0 ,

则有
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{} , !}
2 一 *幸

,

{!才
:

I一
2 二 *百女

其中 F 为正交矩阵
,

艺 二 id a g (久
`
)

.

证明略
。

当 A 为对称矩阵时
,

则 }}A
一 `
孔

: 二 几万’ .

定理 2 设 A 为对称矩阵
,

任取初始向量梦 0)
,

作序列

A x ( K ) = x ( K 一 l ) ,
K = 1

,

2
, 二

’

则当 K , 于 co 时
,

成立

}}
二 ` K ,

}}
:

/ }}
二 `盆 一 ” !{

:
, 几百

`

其中久万
`
如前所述

。

证明 设 U “ ’ 是 A的相应于又`
的标准化特征向量

,

对任一初始 向量 x( ” ,

U “ `

展开

( 6 )

、
夕

ó

、/ù了8
了月

t
了

砚
几

将 x `“ ’
按

才 0

任 气 lj 川 十 气沙
公 、 十

由 ( 7 )式
,

当 K 二

」一 i 劣 戈仁

2
,

…
,

无

”
`

十 a 。
石 ( ” 、

…时有

不 乙
’

二 A
一 1到 ’ 夕

二 “ ,

衬
’ 乙 ` ’ 、 + a Z

朽
’

到
2

“ a , 么了
Z U “ ’

+ a 。 几万
Z U ` 2 ’

+ 二
。

`

了 …

十 a 。

六万
` 打

“ )

+ a
,

久万Z U ( ” )

…
, , .

~ 了无 、

_
玲 —

A
一 `
了

无 一 ` ,

二 a ;
几产(U

` ’ 十 a : 先犷(U
2 ) + … + a 。

心
“ U

` ” ’

一 “

小 (交?)
“ U ( 1 ) 十一

(交:)
“ U ` ’ ) + … + 二 右 ( ” )

若汽等 O
,

则在 无充分大时有
x ` “ , 、 几石扮 ( a 。

之厂( ” , + 。 、
)

其 中
。 、
是一个分量很小向量

,

于是有
_

丝“
` ’

}{
,

、
ft ~ ( 招 一 l ) 11
}}汤 {1 2

几万
七

( a 。
U ”̀ )

久万“ + ’
( a

,

U ( “ )

十 e , )
_

_

十久石
`

干乱
_ 、

)

( 9 )

( 1 0 )

当 a ,

= 。渐
,

由于计算中舍入误差影响
,

在多次迭代后
,

也会出现心等 。
,

上述结论

仍成立
。

定理 2 证毕
。

定理 2给出求机
`
的一个近似方法

。

如果使用 }}扩叫 {
:

/ }丫
“ 一 ` ’ }{

:

作为从
`
近似值

,

则

需经过多次迭代
。

但是如果选择适当初始向量了
“ , ,

则不必经过多次迭代就可求得林
`
较

为理想近似值
。

若取
x ( 0 )二 U ( ,` )

则由

A 劣 ( 1 ) = 劣 ( o 、

有
劣 夭1 ) 二 大育

` U ( ” )

所以

之 〔 1飞

才 ( O J ( 1 1 )

因此可采用 : 步迭代过程求出 {{A
一 ` } 2

近似值
。
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第一步
:

解方程

A 夕二 E ( 1 2)

其中初始向量 E 的选择原则是使 }}酬尽可能大
。

第二步
:

解方程

A 名 = 夕

这样就取 } {
: {{

2

/ 】】夕 {}
:作为 {{A 一 `

}}
2

近似值
。

考虑到 l ,

范数与 12

范数的等价性
,

方便
,

采用 l ,

范数
,

于是由 ( 4 )式有

( 1 3 )

为计算

R e o N D 、 , ) _ 一一巨华一一
( }{之 ! } , *

{} A }!
,

)
( 1 4 )

根据 ( 1 2) 式和 ( 1 3) 式
,

计算 R C O N D ( A )按 下面步骤实现
。

第一步
:

计算 A N o R M = !}出 }
,

.

第二步
:

分解 A = U D U
尹

.

第三步
:

确定 E
,

并解方程组 刃 D评 一 E
.

第四步
:

解方程组 U r 即二 W
.

然后将 犷归一化
,

1今 Y N O R M
.

第五步
:

解方程组 U D V 二 亨
,

然后将 V 归一化
,

1/ 艺 } V `

第六步
:

解方程组 U场 = V
,

再将 名 归一化
,

l/ (艺 IV ` }

{今 Y N O R M
.

* 艺卜
`

} )今 Y N o R M
.

第七步
:

计算
R e o N D ( , )只塑鹦

A刊 U长八住

将夕
、

V
、 “ 归一化目的是为 了避免计算过程中出现上溢

。

2 对称矩阵性态数拜行计算

2
.

1 求解方程组 U D W = E并行计算

在分解式 A二 -IJ D U ,

中
,

U 为上三角矩阵和排列矩阵的乘积

U 一 l 二 U l 尸刀 2 p 2’ 二 U
,

尸
。

D为 2 x z或2 x Z块对角阵
: D = d i a g ( d , ,

岔: ,

…
,

己
n

)
, d `

为 2 x z或 2 x 2 矩阵
,

否`
是在分解

过程中用到的上三角阵
,

它的形式是
:

U
一` 0

U Z ` O

.---..---1走

,l
护才护
11

:
lee

!
吐

!
.

t
.

es

!
es

.
.
...

一一U

或为



1 0 4 国 防 科 技 大 学 举 报 第 11 卷

1 0 … U
一

, ` 一 i
U

z `

1 … U Z 卜 I U 2 `

乙
一 :

二 1 : : :

打 、 一 ,
, 、

: :

1 0 :

1
.

0

一

1

p 、
是在选主元过程中用到的排列矩阵

。

于是求解 U D 评 = E就转化为求解

环 二右
’ 厂 , p ;

右
’ 右 2 尸 2

…右
`

认尸
。

E ( ! 5 )

设 E 二 {e
; , 。 2 ,

…
, 。 。

)
了 , 。 `

取士 1
,

其符号的决定与求解环 同时 进行
,

井遵 循使

环
,

尽可能大的原则
。

z 二 ( : , , : ; ,

…
,

升 )
,

为中间变量
,

用来记录已
`

求出的W 值
, Z的

初俄为零
。

设

z
` 无 , 二 己元丰

,
右K

_

, p 、 、

… d万
’

U
,

p
”

忿 ` 16 )

( 15 )式计算过程为
:

当 K为 . 时
,

取 e 。
= 1

,

计算

{ 0

。 《” ) _ 。 (。 ) 、

}
,

{ 0

z (“ 一 ’ ` = U o
P

。

2
(” )

I犷
,

= `石’ z 铲一 ` )

一般情况 下
,

假定已确定 了eK
+ 1 , 。。 : ,

…
,

` 的符号
,

并计算出了评
K 十 1

W
。

的值
,

再利用它们来确定
e K的符号

,

并计算W K
的值

。

即

“ K = is n ` ( Z尹 )
,

{
“ `

于
, 一 “ ` , +

呀二
’

1
2 “

一 ` ’ 一 打尸
K Z “

’

t w ` = d凳
,

Z梦
` ` , ,

K

0 e x o … 0〕了

= n , n 一 1 , … , 1

实际计算中要考虑心阶数
。

若心为 2 火 2阶矩阵
,

U K为 K
又 2矩阵

,

这时` x 一 , ,

叮 K 一 , ,

p 二 一 ,

均不存在
。

因此在一次循环中要同时确定 eK
, e K 一 ,

的符号
,

并同时 计算出 W 二 和

W
、 一 ,

值
。

设 K P v T ( K ) 为一个一维数组
,

K S表示步长
,

公式 ( 18 )并行计算步骤为下
:

第 一步
: n
斗 K

, 1
.

今 e 。 , 0令 Z `” , .

第二步
:

若 K 二 O ,

则 Z /艺 ! Z 。
}今 Z转出

。

第三步
:

若K P v T ( K ) > 0 ,

则步长 K S 为 1 ,

否则 K S 为 2
.

第 l
歹g 步

:

若 } K p V T ( K ) }斗 K + r 一 K S
,

计算 p ; Z `万 )
.

第五步
:

决定 e K符号
,

计算下列值
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乞紧
, = Z梦

, + 。 K

嘴l
``

11

!
。.1`J

S笼一

1ZKKXKUU
。。。

U

+ 2梦
,

SK

KIK,K卜22
。。。

Z

一一

, .......

l
.

we
..J

::----ls11jK(K
1(K2-(KK22

。。。

Z厂怪....胜...̀..lest

W 二 = d凳
, Z梦

一 ”

第六步
:

若 K S = 1转第八步
。

第七步
:

决定 。 K一 ;

符号
,

计算下列值
:

2汽
` ’ 二 z
黔

, ’ + 。 K一 ;

12
--(1K

2 ’

1{
犷

2 ’

L Z竿东忍

Z
--l(K

’ )

Z犷
’ )

+ 2钧
` ’

〔入` l )

尤` K S

U 尤 一 1
.

1

U 尤一
2

U 尤 一 l
,

x 一 x J

1 0 5

( 1 9 )

( 2 0 )

.lres

l
we胜.扭....L

一一

!竺卜
1

1
一房;

1

!
I w 二 J

`

L

艺汽
“ ’

忍沪
` ’

少J

…
l
es
es
ll
.

llj
..l̀、

然后转第九步执行
。

第八步
:

若 !心 ! < }Z犷 ” }
,

则计算
:

{
S = 1d K

} / ! z 梦
一 ” !

z ` “ 一 ` ’
合 S * z `

上
一 ` 3

e K _ l = S * e k

第九步
:

若寿 二 0 ,

则 Z矫
一 ` ’ 二 1 ,

否则 Z犷
` ’
合 Z犷

` ’ /寿

第十步
:

K 一 K 泞今 K 转第二步执行
。

2
.

2 求解 U
?
穿二不的并行计算

方程组 U , 扩二 W的求解可转化为下式计算

y = ( U 一 ’
)

,

W 二 尸百U卜二百U百尸丁U { W (2 1)

其中W为前一部份计算结果
,

并存放在中间向量 Z 中
; 尸` ,

U `

意义如前
。

公式 ( 2 1) 执行步

骤如下
:

第一步
: 1今 K

.

第二步
:

若 K >
n ,

则转出
。

第三步
:

若 K P v T ( K ) > O
,

则 K 泞 二 ]
,

否则 K 习一 2
.

第四步
:

若 K 二 1 ,

则转第八步执行
。

第五步
:

计算

Z梦,二 z 梦
一 ” + ( U 、

,

, ,

…
,

U K 、 一 1

) [ z 了
一 ” Z犷

` ’ … Z梦二
1 ’ 1

,

第六步
:

若 K 夕 < 2则转第七步
,

否则计算

Z胃
,

= Z先
, ’ + ( U二

十 :
,

, ,

…
,

U 二 + ;
,

K 一 ;

) [ Z件
” Z少

` ’ … Z
汽

, ’
]
少

第七步
:

若 }K P v T ( K )I 今 K
,

计算 p 弄Z ` )K
.

第八步
:

K + K 习今 K
,

转第二步
。

犷的结果值存放在中间向量 “ 中
,

并将其归一化
。
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方程石 D 「 = 梦和 U ,
’

Z = V的并行计算与方程 厂 D W 二 E 和 U
, 梦= W 并行计算基本一

致
,

不再重述
。

3 数值试验分析

根据 上面建 众的对称矩阵性态数并行计算 公式
,

作者 相应地 编制了标量和 向量程

介荞
,

井用希尔伯特矩阵作为例子进行数值试验
,

试验结果列在表 1 至表 4 中
。

表 l 表明
:

当 n 乡 3 0叩寸
,

希尔伯特矩阵的性态数 R C O N D ( A )向量运算 时间比 标量

运算时间快 17 倍以
_

_

L
。

表 2 表明
:

希尔伯特 矩阵 的 性态数 与 方程组 解 的相对误差的
,

关系
。

当 刀 《 9
,

R C o N (D 心
二

功
.

了2 37 12 理门 。
一 ” 时

,

方程组的近似解尹 与精确解
z 的相对误差较小

。

当

、 李 1 1
,

R c o N D ( )A ( 0
.

1 1 、 1--0
` 4时

,

方程组的近似解广与精确解
x 相对误差较大

。

表 3 与表 、 表明
:

当。 = : 5和 。 二 2 0时
,

希尔伯特矩阵对角元素的微小变化对其性态

数和方程组解的相对误差的影响
。

从表中可以看出
,

对于病态方程组
,

可以在病态矩阵

的对角元素上加上或减去一个较小的数 ￡ ,

可改变病态矩阵的性态
,

使其对应的方程组

的近似解接近于精确解
。

表 了 希尔伯特矩阵性态数的标 量运葬时间与向量运算时间的比较

甲 . 晌 . ` . . . 曰 . 目 . 曰 . . 目 ` . `

~ ~
. 浏

~
洲 . . . . ` J . `“ 口 ` ` ~曰`

~
~

`

~ .

一
目

-

一 _
~

~ 一
~

一
一 `

一
一 , 甘 - ~

一
` ~ . . . . . . . . 口. . . . . . . . . . . . . . . . . . ` . . . . 门 . ` . 一

一
~

~ ~ ~ 曰 . 刁

丫
标量运算

时间 (秒 )
向最运算时间 (秒 ) 速度增长倍数 Y

标量运算
时间 (秒 )

向量运算时间 (秒 ) 速度增长倍数

5 (飞 o
·

3 0 1与1 8 0
·

。 5 7 9 0 8 5
·

2 0 6 8 }{ 2 0 0 9
·

6 8 7 8 8 9 0
,

6 9 2 9 1 7 1 3
·

9 8 1 3

i 。 。 1
.

汤6 6 0 6 0 们
.

1 8 3 9 1生 9
,

口1弓2 2 5 0 1 7
,

7 3 8 8 9 8 1
.

1 0 4 9 7 5 1 6
.

0 5 3 7

l 苏f l 4
.

i e 9 5 5乙 百1
,

3 9 、̀ 3 f ; l ] 1
.

4 几9 8 3 0 0 2 9
.

4 8 3 7 6 0 1
.

6 4 4 3弓5 1 7 。 9 3 0 3
「

}

表 2 希尔伯特拒阵性态数与方程组解的相对误差关系

!之〔
’

( ) N D ( A ) }扣 一
.

: *

)/
「

r

}范 围

〔1
.

1 4 6 0 2 6 5 丫 1 0 一 2

门
.

1`飞1 6 0 8 6 只 1 0
一 4

f一 1生生0 7生3 x 1 0
一

5

0
。

4 1 1 9 1 3 : l x 1 0 一 下

( l
。

1 3 4 7 7 1 1 x 1 0 8

0
。

4 0 8 9 8 3 6 x 10 一 1 0

0
.

1 2 3 7 12 4 X 10
一

1 1

0
.

3 7 3 0 6 5 8 火 10 一 1 3

0
.

1 0 8 1 75 7 只 1 0 一 1 4

0
.

1 6 3 66 16 x 10 一 1 6

0
。

1 6 3 5 94 2 x 1 0 一 l 心

笼;
.

5 8 1 3 1 8 1 x 1 0 一 ! 7

《渗
.

Z t 3 1 5 3 3 x l o 一 1 7

0
.

1 5 6 5 3 1 2 x l 0 一 1 `

。
.

理 0 5 x 丈0 一 1 2 ~ 0
.

1 1 3 x 1 0 一 左 1

〔j
.

5 9 7 x 10 一 1 2 ~ 0
.

7 5 2 丫 1 0 一 1 1

0
.

1 6 6 火 10 一 1 0
~ 0

.

5 5 5 K 1 0 一 “

0
.

2 2 7 x 10 一 ,
~ 0

.

3 0 2 x 1 0一 7

0
.

1 5 7 x l o 一 8 ~ 0
.

7 7 6 x i n 一 `

o
。

1 4 8 沐 1 0一 7 ~ 0
.

3 5 3 X l o 一 4

0
.

6 1 4 义 10 一 8 ~ 0
。

7 4 0 x 1 0 一 4

0
.

! 8 5 0 父 10 一 c ~ 0
.

1 0 1 9 义 1 0 1

0
.

8 9 5 2 x 10 一 6 ~ 0
.

2 4 4 4

0
.

5 5 9 6 x 1 0 一 ` ~ 0
.

5 5 8 4 x 1 0 2

0
.

1 8 4生 x 1 0 一 ` or o
。

4 0 87 x 1 0 2

0
.

3 5 5 9 x l o 一 5 ~ o
。

6 5 7 1 x l o 2

0
.

1 0 0 5 x 1 0 一 3 ~ 0
.

1 8 3 3 x 1 0 3

0
.

3 9 1 5 x 1 0一 5一 0
.

1 1 3 3 义 1 0 2

产8卜

们1今分场
t比工尸汀n1,

1动..,.几,.,Iǹ
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表 3 N = 15 时
,

希 尔伯特拒阵对角元素的变化对矩阵性 态数和解的相对误差影响
. . . . . . . . . . ,

~ ~
山 月刀目 . . . . . . 月 . 娜

-
月 . . . . . . . “ 曰. . . J . . `` . 口 . . . . . . . . . . . J

一
. . 曰. . . .

曰
j `` 卜叫 . 比刁刁 `曰 . . 刁“ . . `

~
刁曰 . . . . 口. ` 目 . . . . . . . . `` . . J . . . . . . . . ` . . . 目. . . . .

A ( 1 ,

l)
一刁 R C O N D ( A ) } ( x 一 x .

)/ 川的范围

刁 = O

刁 = O

J 二 O

刁 = 0

刁 = 0

刁 = 0

刁 = 0

0 1

0 0 1

0 0 0 1

0 0 0 0 1

00 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0 1

0
。

1 2 24 24 7 x 1 0 一 2

0
.

3 3 9 9 79 0 x 1 0 一 `

0
。

3 0 6 2 7 2 1 x 1 0一 4

0
。

2 4 8 6 2 5 5 x 10 一 4

0
。

2 7 9 2 0 2 7 x 10 一 5

0
.

2 8 8 0 6 2 0 x 1 0 一 6

0
.

8 76 2 2 0 2 x 1 0 一 8

0
.

2 0 3 义 1 0一 1 3 ~ 0
.

9 0。 又 1 0一 1 2

0
.

3 8 0 丫 1 0一 1 2 ~ 0
.

2 76 x 1 0一 1 0

0
.

4 s o K l o 一 1 2 ~ o
.

3 o 7 x l o 一 1 0

0
.

4 26 火 10一 1 3 ~ 0
.

75 5 x 1 0一 1 0

0
.

9 15 x 1 0一 1 1 ~ 0
.

5 4 9 x l o 一 9

0
.

5 8 0 只 10一 1 0 ~ 0
.

8 2 6 x 1 0一 8

0
.

1 5 6 火 1 0一 8 ~ 0
.

2 0 7 x 1 0一 6

表 4 N = 20 时
,

希尔伯特矩阵对 角元素的变化对矩 阵性态数和解 的相 对误差影响

刁 ( 1 ,

l)
一 刁 R C O N D ( A ) } ( 二 一 x 今

)厂x 的范 围

刀 = 0
.

1 0
.

6 9 3 0 3 s 6 x l o 一 2 o
.

5 9 s x l o 一 1 4 ~ 0
.

2 8 4 义 1 0 一 1 2

才 = 0
.

0 1 0
.

1 2 4 7 7往7 x l o 一 2 0
.

7 6 6 x i o 一 1 2 ~ o
.

s s l x l o 一 1 0

J = 0
.

0 0 1 0
.

5 6 6 5 4 8 6 x l o 一 4 o
.

2 1 4 x l o 一 1 2 ~ o
.

l l s x l o 一 1 0

J = 0
.

0 0 0 1 0
.

3飞6 g o 4 1 x 10 一 ` o
.

s g o x 1 0一 1 0 ~ 0
.

3 g 4 x l o 一 8

J = o
。

0 0 0 0 1 o
.

g s 4 5 9 6 6 x l o 一 6 0
.

1 5 5 2 6 5生 X i o 一 1 0 ~ 0
.

1 7 5 义 10 一 8

刀 二 0
。

0 0 0 0 0 1 0
.

1 4 2 3 5魂g x l o 一 6 o
.

6 2 g x z o 一 1 0 ~ o
.

1 5 1 x l o 一 7

J = o
。

0 0 0 0 0 0 1 o
.

2 4 13 3 2 3 x 1 0 一 7 0
.

3 1 9 火 1 0一 9 ~ o
.

6 7 5 x l o 一 7
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