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组态总角动量 J 允许值的递推方法

陈 健 华

(应用物理系 )

摘 要 计算 J’z 组态总角动量 J 的允许值通常采用列举法 l[ 〕 ,

对 j
, 拐
大的组态计算十分

繁琐
。

本文提出计算 户组态 J 的允许值的递推方法
,

使计算大为简化
。

在 v A x
一

11 / 7 3 0 机

上完成 J一 1 / 2~ 1 52/ 分类的 C P U时间
,

用本文方法为 3 秒
,

用列举法 [ 11 为 1分 50 秒
。

列出

了 j 一 l / 2一 15 / 2分类结果
,

并发现文献〔2〕表 6 有三处差错
。

关健词 原子物理
,

核物理
,

角动量
,

递推公式
;
产组态

分类法 0 5 7 1
.

2 4
,

0 5 7 1
.

4 14

引 言

计算户组态总角动量 J 允许值是个重要而复杂的数 学 向 题
,

其结果在原子物理
、

原子核物理的理论计算中有广泛的应用 〔1〕 2[]
。

目前解决这 个问题的方法有列 举法 l1[ 和

群论方法 3[] 41[
,

列举法概念简单但计算量随 夕
, , 增大而增大极快

,

变 得 十分繁 琐
; 群

论方法可使计算简化但需有较深的群论基础
。

作者根据角动量的基本概念和泡利原理
,

不 引用群论知识
,

导出从 J 壳层状态分类得到 j + 1壳层状态分类的递推公式
,

使 j 壳层

状态分类的计算大为简化
。

为了对比方便
,

在讨论递推方法之前
,

先简述一下列举法
。

1 列 举 法

列举法 l[ 1计算 jn 组态总角动量 J 允许值的主要步骤是
:

( l) 列举 户 组态所有独立的非 祸 合 态
,

共有 C

(2 ) 对每个独立的非祸合态计算总角动量
: 分量

月

_2 了十 1 一

, J : 一

_

仁2士塑生
_ _二一个

:

佗 ! ( 2夕+ 1 一 . ) I ”

`

聂
“ ` ,

叭 为单粒子角动量

: 分量
,

(3 ) 统计 少 组态同一 J
二

出现的次数 K
,

K 是 j
, n ,

J
:

的函数
,

记 为 K (j
, : ,

几 ) ,

(4 ) 户组态中同一角动量 J 出现的次数 M是 j
, 。 ,

J 的函数
,

记为 M (j
, 。 ,

J )
,

根据

角动量的基本性质
,

M (j
, n ,

J )可用 K (j
, n ,

J
二

) 表达
,

即

万 ( j
, n , !

I ) = K (夕
, n , ,

I ) 一 K ( j
, n ,

J 斗 1 ) ( 1 )
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函数对 ( j
, 。 ,

)J 给 出 户组态总角动量 J 的允许值的全部知识
:

对某些 J 值
,

对 (么
。 ,

J ) 二 O ,

表示 户组态该 J 值不允许 出现
;
对某些 J 值

,

万 ( j
, 。 ,

J ) 二 1 ,

表示 户组态

该 J 值出现一次
,

即有一个独立藕合态
;

M ( j
, : ,

J ) = 2 ,

表示户组态该 J 值出现 2 次
,

即有两组独立辆合态
; 余类推

。

上述方法对小的 夕
, :
简单易行 (见 〔1〕p 12 6 ,

表 4
.

4)
,

但对大的 J
, 。 则变得十分繁

琐
,

例如 (1 方/劝 `
组态

,

有 o 知
十 :
二 c 梦

6 == 1 2 8 7。个独立的非辆合态
,

(1 l /2 ) . 组态有 924

个独立的非祸合态
,

要列举这么多态按步骤 ( 1 ) (2) ( 3) 计算 K (j
, 。 ,

人 )
,

再 按 ( l) 式计

算万 ( j
, 。 ,

J )
,

其运算量是非常大的
。

2 递 推 法

我们首先证明 K ( J
, : ,

J
;

)的递推公式
,

再证明万 ( j
, “ ,

J )的递推公式
。

2
.

1 盆 (j
,

扮
,

J
:

)邀推公式

定理 从 J 壳层到 J + l壳层
,

有递推公式

K ( j + 1
, : ,

J
:

) 二 K ( j
, : ,

J
:

) + K ( J
, 。 一 2

, J :

) + K ( J
, 。 一 l ,

J
: + j + 1 )

+ K ( J
, : 一 1

,

J
: 一

j
一 1 ) ( 2 )

证明 ( J + l)
“

组态比 产组态多 2 个单粒子态角动量
` 分量为 , “ 士 (j 十 l) 的 态

,

这两个单粒子态由于泡利原理
,

有四种占据情况
,

正对应 ( 2) 式右端的四 项
: ” 二 士 ( J

+ l) 均未被占据
, 。 个电子的占据情况与 户相同

,

其贡献为 ( 2) 式右端第一项
, 哪 = 土

( J十 1) 均被占据
,

余下 (。 一 2) 个电子占据情况与 J卜
,
相同

,

其贡献为 (2 )式右端第二项 ;

, 二 一 (夕十 l) 被占据
,

, 二 J十 l未被占据
,

又 。 个电子总角动量
z
分量为 J : ,

余下 。 一 1

个电子对总角动量
: 分量的贡献应为 J

二 十 j + l, 其贡献为 (2 )式右端第三项
, ` = j 十 1

被占据
, ` 二 一

J一 1 未被占据
,

其贡献为 ( 2) 式右端第四项
。

( 2) 式证毕
。

( 2 ) 式给出从 夕壳层 J
:

分类得到 J + 1壳层 J
二

分类的递推关系
。

对 夕二 l / 2
,

易知

K ( 1 / 2
,

0
,

0 ) = 1 ,
K ( l / 2

, l ,
士 l /2 ) = 1 ,

K ( 1 /2
, 2

,

O ) = l ( 3 )

其余为 0
.

以 ( 3) 式为初值
,

反复利用递推公式 ( 2)
,

即得 J = 3 / 2
,

5 / 2
,

…时的 K ( J
, : ,

入 )
.

K (j
, : ,

几 ) 具有下列性质
:

。 的取值范围为 o ( 。 ( 2夕+ 1 ,

户 组态与 尹
J + ’ 一”

组 态具有粒子与空穴的对称性
,

则

K ( J
, 、 ,

J
:

) 二 K ( J
,

Z j + 1 一 。 ,

J :

)
·

(4 a )

K ( J
, : ,

J 刁 是 J
二

的偶函数
,

K ( J
, , ,

J
二

) 二 K ( j
, : , 一 J

二

) (4 b )

由于上述性质
,

K ( J
, 。 ,

九 ) 只需对

0 ( , 褪 J + 1 /2
,

J
:

》 O

进行计算
。

用 ( 2 )
,

( 3 )式计算 K (少
, n ,

J
二

)的运算量比用列举法按步骤 ( 1 )
、

( 2 )
、

( 3 ) 计算 K (夕
,

, ,

J
:

) 的运算最要小得多
·

j
, ”
愈大

,

效果愈明显
。
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2
.

2万 (j
,

称
,

J )递推公式

由 ( l) 式
,

( 2) 式易证M ( J
, : ,

)J 的递推公式
,

分 J > j 十 l
,

J 簇 J和 J 一 j + l / 2三种情况
:

( l) 当 J > j + 1 ,

有

M ( j + 1 , n ,

J ) = M (夕
, n ,

J ) + M ( J
, n 一 2

,

J ) + M ( J
, 。 一 1

,

J + J + 1 )

+ M ( J
, ; 一 1

,

J 一
J 一 1 ) ( s a )

( 2 ) 当 J ( j
,

有

M ( j + 1
, n ,

J ) 二 M ( j
, , ,

J ) + M ( j
, n 一 2

,

J ) + M ( J
, n 一 1

,

J + j + l )

一
M ( J

, , 一 1
,

J
一 J ) ( s b )

(3 ) 当 J 二 j 十 l / 2时
,

右端无第四项
。

( a5 )
,

(5 b) 式给出从 夕壳层到 J + l 壳层按总角动量分类的递推公式
。

当 j 二 1 / 2时
,

易知

M ( l /2
,

0
,

0 ) = 1 ,

M ( 1
.

` 2
,

一
,

l / 2 ) = 1 ,

M ( l /2
,

2
,

0 ) = 1 ( 6 )

其余为 0
.

以 ( 6) 式为初值
,

反复利用 ( 5) 式
,

得 j = 3 / 2
, 5 / 2

,

…时的M ( J
, , ,

J )
.

M ( J
, 。 ,

J )具有下列性质
:

0 ( , 《 Z J + l , J > 0

万 ( J
, n ,

J ) 二 M ( J
,

Z J + 1 一 , ,

J )
.

( 7 a )

M ( J
,

0
,

J ) = 6 了
, 。 (7 b )

M ( j
,

1
,

J ) 二石
, , , ( 7 e )

因此
,

只需对 2簇 : 簇 j 十 l 2/ 计算 M ( j
, , ,

J )
.

( 5) 式是递推法计算户组态总角动量允许值的基本公式
,

其特点是不必经过中间步

骤计算 K ( J
, n ,

J 刁
,

而是直接计算 M ( J
, 。 ,

J )
.

3 结果与讨论

3
.

1 衬 ( j
,

n
,

J )计算结果

表 1 列出了 j 二 3 2/ 、 1 5 2/ 时万 ( J
, : ,

J )的计算结果
。

为节省篇幅
,

只列了 2 《 。 ( J

十 1 / 2的数据
。 n = 0

,

1 及 . > j 十 1 2/ 的结果由 ( 7) 式易得
。

表 1 的结果与文 〔lJ 中表 4 一 5 ( j 二 1 2/ ~ 9 / 2) 一致
,

并发现文〔Z J中表 6有三处差错
,

其余一致
。

三处差错勘误如下
:

误 正

M ( 9 /2
, 3

,

1 3 / 2 ) 0 1

M ( 9 / 2
,

4 , 8 ) 1 2

M ( 1 1 / 2
, 4 , 7 ) 0 2

这三处差错已与有关专家作了核对
。

J “ 1 3 / 2
,

1 5 /2 数据未见发表
,

而在原子核中 ( 1 3/

2 )
’ ,

( 1 5 / 2)
“

组态是存在的 (见文 12 」俄文版第 100 页单粒子能级图 )
,

因 而 j = 1 3/ 2 ,

1 5 2/ 的数据是有实际意义的
。

3
.

2 户 组态的进一步分类

从表 1 看出
,

对 j ( 5 2/
,

户组态按 J 分类是完全的
,

即不 出现M (j
, 。 ,

J ) > 1的情

况 ; 但当 j > 7 / 2时
,

出现 M (j
, 。 ,

J ) > 2的情况
,

这时需要引进新的量子数 对祸合态加
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从表 1容易看 出
,

恒有M 份
, n ,

J ) 》 M ( j
, n 一 2

,

J )
,

少
一“
组态中出现的光谱项在少组态中全部 出现

。

定义

万 (夕
, ” ,

J ) 一 M ( J
, ” , J )

f

一 瓜 (夕
, , 一 2

,

N 是 J
, 。 ,

J 的函数
,

取 O或正整数
。

由 ( 8) 式易见
,

N 仃

其物理意义是对
几 ( J + 1 /2

,

和
t 、

(8)
.

0
. ’

沈 ) 的物 理意义 是 少组态

比 J
” 一 2 组春多毋的

J

总角 动量海 J 的谱项 的 项
一

数
, ”
称为先 行 数 (s 比 i or 主落y ) 〔“ ] 〔盛’ ,

是

G R ac a h[ 51 首先引入的
。

引入先行数
,

可对 J = 7 / 2 壳层进行完全分类 31[
。

(8 )式代人 (5 )式得 N 仃
, 。 ,

J )的递推公式
,

其形式与 ( 5) 式完全相同
。

当 j “ 1 / 2时
,

N ( 1 /2
, O

,

O ) 二 1
,

N ( 1 / 2
,

1
,

l / 2 )
二
= 1 ( 9 )

其余为 0
.

因而计算 N (j
, 。 ,

J )与计算M 仃
, , ,

J ) 同样简单
。

为节省篇幅
,

N ( J
, 。 ,

J )

数据表不 再列入
。

需要时
,

可由表 1 按 ( 8) 式计算
。

3
.

3 计算时间

按 ( 5 )
,

( 6 )式
,

编制计算程序
,

在 V A X一 1 2 /7 3 0 机上 完成 夕= 1 /2 ~ 1 5 /Z ha 卫 。
,

。 ,

J )全部计算的 C P U 时 间约 3 秒
,

作为对比
,

按列举法也编制 了计算程序
,

在同一机

器上完成同一计算的 c P U时间约 29 0秒
,

其中 J二 1 2/ ~ 1 1 / 2 花 15 秒
,

J = 1 3 2/ 花 45 秒
,

j = 1 5/ 2花 23 0秒
。

递推法比列举法节省计算时间的效果是明显的
。 `

且 么
,
愈大

,

效果愈

明显
。

3
.

4 比较

列举法必须先算 K (j
, : ,

人 )
,

再算 M 仃
, 。 ,

J )
,

最后算 N 份
, 。
犷J )

.

递推法对 K ( J
,

: ,

几 )
,

M “
, n ,

)J
,

N (j
, , ,

)J 分别建立递推公式和初值
。

不必经过 中间环节
,

因而计

算 M ( j,
: ,

J )不比计算 K (j
, 。 ,

J
二

)费时间
,

计算 N (,’
, 。 ,

)J 也不比计算 K (j
, 。 ,

入 ) 费时

间
。
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