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关干布朗运动
“

记忆
” `

效应的一个模型

兰 马 草

(应用物理系 )

摘 要 布朗运动能够概括一大类物理现象
,

因此一直受到人们的重视
。

近年 来
,

计算

机模拟和实验的结果都表明
,

布朗运动具有
“

记忆
”

效应
。

本文试图对布朗运 动
“
记忆

”

效

应构造一个模型
。

在稳定情况下计算结果表明
,

微粒位移涨落的二次矩仍与时间间 隔 玄成 正

比
, “

记忆
”

效应表现为流体的粘滞性加大
。

关锐词 分子物理
,

分子运动论
,
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引 言

1 8 2 7年
,

R B or w n 首先观测 了悬浮在气体及液体中的粒子的无规则运动
。

本世纪初

E i n s t e i n , s m o l u c h o w s k i
,

L a n g e v i n 奠定 T 布朗运动的理论基础
, 1 9 0 5 年 p e r r i n 从实验

上验证 了他们的理论的正确性
,

粒子在流体
」

中的运动是一种纯粹的随机过程
。

布朗运动是一个十分简单而又重要的课题
,

它可以构造很多物理模型
,

还可以检验

非平衡统计的一些基本出发点
,

因此现在仍然受到人们的重视
。

1 9 67 年
,

美国的劳伦斯
·

利弗莫尔实验全用计算机模拟布朗运动
; 1 9 83 年

,

美国宾夕法尼亚利哈伊大学用激光

做布朗运动实验 l[ ]
。

模拟和实验的结果都表明
,

布朗运动并非象以前认为的那样是一种

纯粹的随机过程
,

粒子对于 自身的运动存在着某种
“
记忆

” 。

在一个含有一定数量粒子

的集体中
,

以前相遇过的粒子将相互
“

提示
”

彼此以前的速度
,

因而它们的运动不是完

全无规则的
。

1 布朝运动方程

利用投影算符技术
,

可以得到刘维空间中矢量 又(口所满足的广义 L a n g ve in 方程或

M o r i 方程 [ 2〕 :

`又( : )

d t

一 `“ “ (` , 一

J;
`· K (̀ 一 , ) “ (了卜 ` (` )

( l )

其中
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,

万
+
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L为刘维算符
,

(万
,

万
十

)为内积
, 。 为又的集体振荡频率

。

尤 ( t ) 二 (户( t )
,

户
+

(o ) ) (互
,

元
十

)
一 ,

( 3 )

为记忆函数
,

它由户( t) 的时间自关联决定
。

户 (`) 二 e `Q L ,`口L又
、

( 4 )

是随机力
,

口是正交的投影算符
。

户(t ) 属于正交的子空间
,

(户(t )
,

又
十

) 一 0
.

( l) 式右端第一项表示振荡作用
; 第二项为阻 尼 作用和由记忆 函 数 产 生的推迟效

应
,

可保留非马尔可夫效应
; 第三项为随机作用

。

当无规力具有比元 ()t 远为短的弛豫时

间时
,

广义 L a n g ve in 方程就变成普通的 L an ge vi n
方程

,

即马尔可夫近似
。

若无外力场
,

则不考虑集体振荡
,

即 口 二 0
.

设 又(t ) 是布朗粒子的 速度 叭 t)
,

则

( l) 式 变成

`麒
` ) 一 f“

, 、 (卜
, ) 。 ( , ) + F (` )

肠乙 J O

( 5 )

设 劣 ( O是粒子的位移
,

则

`劣 (` ) _

dt

秒 ( t ) ( 6 )

( 5) 式和 ( 6) 式就是我们要研究的布朗运动方程
。

2 位移涨落二次矩的计算公式

对 (5 )
,

(6 )式作拉普拉斯变换
:

, `, ,一

打一
(: )“

, ( , ) 一

打一
(̀ ,“

’

` ( , , 一

厂一
K (̀ )“

则 ( 5) 和 (由式分别变为

帅 ( p ) 一 秒 ( 0 ) = 一 厂 ( , )” (夕) + 矛 (尹)

尹至 (尹)
一 忿 ( 0 ) 二 ” (尹)

( 7) 式和 ( 8) 式联立
,

可解出

( 7 )

( 8 )

、

1
尹、 ,/、 .产

9
ù11ù,l

矛

任,土, .主

了、
弓
`

了、

厉 (尹)
= 工

: ( o ) + 万 ( , ) [。 ( o ) + 尸 ( , ) j

” (, ) = 五( , ) [
。 ( o ) + 尸 ( , ) }

其中定义

万 (尹) 一下万十 K ()P 〕

无(尹)
, 一一二一一

,

二型型卫
尹+ K (尹) d t

( 1 2 )
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反演 ( 9 )式和 ( 1 0 )式
,

得到
· (` )一 (。 ) + · ( 。 ) H (`) +

买
H ( ,一 ) F (· ) `·

·
(` ,一 (。 ,” (` , +

买
` (`一 , F `· ,`

·

( 1 3 )

( 1 4 )

再求一次矩
,

得到
<x

( t ) > = 劣 ( O) + 沙 ( O ) H ( t ) ( 1 5 )

<” ( t ) > = 公 ( O ) h ( `) ( 1 6 )

因此
,

H (t ) 描述 了平均位移的衰减
, h (t ) 描述了平均速度的衰减

。

由 ( 1 3) 式和 ( 14 )式

可得
了 , ( 0 ) [

x ( t ) 一 劣 ( O)卜 = 、 。 2

( O) >
H ( t ) ( 1 7 )

/” ( 0 ) 砂 ( t ) > = 、 秒 2

( O ) , h ( t ) ( 1 8 )

根据热力学第二定律
,

若 。 ( 0) 是麦克斯韦分布
,

则对于任意时刻 t
,

可 t) 也 应 是麦克

斯韦分布
,

即有

<秒 2 ( t ) > = <公 2

( 0 ) > 二
无B少

仇
( 19 )

其中 k B 是玻尔兹曼常数
,
少是温度

, m 是布朗微粒的质量
。

进而
,

我们 可 计算出位移

涨落的二次矩为

<
( d

: )
2 > 二 < [ x 一 z ( 0 ) 一 ” ( O) H ( t ) ]

2 )

一 鱼卫里1
2
f
`
二 ( , ) ` , 一 二

,

(` )

刀遥 L J O

( 2 0 )

3 模型和计算结果

考虑布朗运动的
“

记忆
”

效应
,

需对记忆函数采取适当模型
。

我们假定记忆函数采

取以下简明的形式

K ( t ) = 夕d ( t ) + a e 一 ” `

( 2 1 )

其中第一项是快弛豫部分
,

要求它随 t 的增加很快下降
,

而 , 则变化缓慢
。

但粒子在流

体中运动会引起扰动
,

这种扰 动反过来又影响粒子的运动
,

因而有第二项
,

它是慢弛豫

部分
,

反映 了布朗运动的
“

记忆
”
效应

。

对 K (t ) 作拉普拉斯变换
,

得到厂 (川 为

冗 ( P ) = 夕 +
a

夕十吞
( 2 2 )

根据 ( 1 1) 式可计算出万 (川为

斤
, _ 、 _ ,

1
月 又尹少

一

二—
.

尹

P 十 b

扩 十 ( b 十夕)尹十 (夕b + a )
( 2 3 )

再作反演
,

计算出H (t ) 为
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_
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其中令

4(夕 b十 a )一
( b十 夕 ) 2

4

把 ( 2劝 式代入 ( 20 )式
,

就计算出位移涨落的二次矩
< ( 」劝

2 》 为

d : )
2 , 二垂旦里 2 b

夕b + a

` + 通 。 召。 一 ` 。 , :
1

) : + c 。 一玉( “
+ 丫’ ` s s n o t

_ _ 丢r ` + : 、 ,

口 e 乙
’

e o s o t + E e 一 ( D + }
’

) ` e 0 S Z o t

十 F e ( b 十 , ’ 之s i n Z o t

其中 A , B
,

C
,

D
,

E
,

尸都是含
a ,

b
,

v 的复杂常数
。

一般情况下 ? 的数值很大 (、 1护 )
,

在很短的时间后
,

第三项指数衰减变得很小
,

可以忽略 ;
第四项至第七项是指数衰减型

变幅振荡
,

也可以忽略 ; 如果假定所有粒子在 t 二 。 时均处在 : 二 。 处
,

则取 A 二 。
.

因

此
,

在稳定情况 下
,

结果简化为

< (」x )
“ , = 2

. 无B少

饥尹+ 二 a/ b
( 2 7 )

讨 论

无记忆情形

当
a = O ,

则

。二 )
, , 一 2

.

竺望t 二 2

饥夕

k B 少
(2 8 )

其中 a 二。 夕二 6 , 叨
, , 是布朗微粒的半径

, ” 是流体的粘滞 系 数
,

这与朗之万理论的

结果相同闭
。

4
.

2 有记忆储形

当a 护饥 则

, 月 _ . 、 2
、

_
。 无B T

反 气」苗 j 户 一 ` .

一甲产二二
.

一万下 心

a 十 饥 a 1 0

( 2 9 )

在时间间隔 艺内
,

微粒位移涨落的二次矩
<
(」x)

2 , 仍与时间间隔

与朗之万理论不同
,

记忆的效应表现为流体的粒滞性加大
。

4
.

3 理论解释

布朗微粒在流体中的运动会激起一个扰动
,

这就是扰动波
;

的输运过程产生影响
,

从而改变输运系数〔4 〕 。

成正比
,

但比例系数

反过来
,

扰动波对微粒
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4
.

4实验检验

画出 < (J幻
’ ,
一 t 曲线

,

由其斜率就可以检验模型的正确性
,

并给出 a ,

b 之值
。

再

则
,

根据布朗运动的朗之万理论
,

可以求玻尔兹曼常数碗之值
,

求出的碗值系统地偏小

( 1
.

2 1 x l o 一 ’ 3、 l
.

3 7 x l o
一 ’ ” J

·

K
一 ’

)
,

这一结果是对本模型的有力支持
。

感谢岳宗五教授对本工作的支持和关心
。
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