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厚 薄梁和板的通用动力有限单元

周 科 健

(航天技术 系 )

摘 要 本 文 以位移模 式
,

从研究通 用干厚 /薄梁 的动力有限
一

单 元入 手
,

得到 了通 月 于薄板和 中厚板的九个 自由度三 角形和 十 二个 自由度矩形 动力有限

单元
。

关键词 动 力有限单元
,

机 的 自由 振 动
,

有限
一

羊元

分类号
`

r 丫 3 3

胡海吕先生在文献 〔】 〕中指出
,

研究通用于板的两种理论的通用有限 单元是很有意

义的 仁作
。

本文以位移模式
,

从研究通用于厚 /薄梁的动力有限单 元 人手
,

得到了通用

卜薄板和中厚板的九个白由度三角形和十二个 自由度矩形动力有限单元
。

1 厚 /薄梁约动力有限单元

单元刚度矩阵 与单元听量矩阵从应变能 (考虑方切变形 ) 与动能 `考虑转动惯性 )

的积分公式求出 期
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式中 D二 E l 是梁的弯曲刚度
,

M是纯弯曲的弯矩
,

奋是横 向 剪 切 力
,

C 一 G A沦是剪切
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刚度
,

其中 k 考虑 由于剪切变形使截面翘曲的无量纲参数
,

称为剪切系数
,

对矩形截面

取 5 6/ 或 0
.

85
,

对圆薄壁管取 0
.

5
, , 是总线位移

,

凡是纯弯曲转角

。 J砂

p 。 二而 一 ,
( 5 )

式中 , 是剪切角

( 6 )

D _ d刀
,

口
bP 一而了万

平面梁的位移函数取为坐标
x 的三次函数

,

即

” = al + 几劣 十 a 3 x Z十 a 4劣 3 = X
T a ( 8 )

式中 X
, 二 【1

a 二 〔a : a : a , a 毛〕少

梁单元的结点自山度是总线位移
” `
和纯弯曲转 角刀

。 , :

( `二 1
,

2 )
,

共四个 自由度
。

从剪切

力 口二 d M /。劣二 D o 3。 / d沪二 6 。 ; D 一 。 0 , 。 2
.

即采用了常剪力很定
,

对于存 在 有 均布惯性

力的动力问题
,

常剪力假定是近似的假定
,

当单元数量合适时
,

精度是
一

可以保证的
。

由

式 ( 7 )可得

M 一 ”

鉴
-

厅
、

= 鲤
d X

.

D
十 代 ; 二

C

显然当薄梁时
,

h , 。
,

D / C , 0
,

形的影响
。

结点位移 ( 自由度 )

d 3 沙

d x 3

几 = 加 /娜符合直法线假说
。

与待定常数
a 的关系为

( 9 )

( 1 0 )

( 1 1 )

当厚梁时
,

考虑了剪切变

刀 e

4 X I

= L a

-
` , .

4 只 4 4 城 l

( 1 2 )

塑妒塑妒
刀一C刀一e十十一加拟加一郎

百了.、了了
、、

一一一一

叭凡叭凡

一一

将 a 二 L 一 ’ 妙 e

代入式 ( 8) 得

粉 = X
, L 一 1公 ,

( 13 )

将式 ( 9 )代人式 ( 1 )
,

式 ( 1 0 )代入式 ( 2 )
,

式 ( 1 1 )代人式 ( 4 )
,

再将式 ( 13 ) 代人式 ( l ) 、
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( 4)
,

就可得到 单元的刚度矩阵和单元的一致质量矩阵
。

例如有一 长细比为 3
.

6 1
,

I / A 石
2 = ( 0

.

0 8 )
2

的 自由厚梁
,

其泊松比 为 。
.

3
,

剪 切 系

数 无二 0
.

8 5
.

其前四阶振动特性的计算结果 (表 1 中未列 出 振 型
,

下同 ) 与 文 献 { 2 !

T i m os h e n k 。 梁理论的解析解作了百分误差比较
。

单元数 总自由度数

16

2 8

0
。

4 7

0 。
14

。

0 4 4 。 8 6 6
。 9 6

0 。
6 2 1

一 5 1 2
。

2 0

7玲

2 厚 /薄板约三角形动力有限元
〔 “ ’

与厚了薄梁的通用单元相类似
,

采用常剪力单元
。

得出了九个 白由 度 三角形板的通

川单元
,

是结点自由度最少的通用单元
。

两个纯弯曲转角为

。 _ 口留
, `

_ 口二 口
二
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口少 o 李 `

( 2 0 a )

式中 川 是 垂直 1
几

中面的总线位移
,

c 二 ` 奴

r 口
一 。 o n 从 贝11

其中 h 为板厚
,

剪切系数取 5 / 6
.

显然
,

由
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式中 召 是泊松比
,

D 是圆柱恋曲刚度
。

而
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,
, 一

等
+

号晶
`。 ’ ! ,

( 2 0 )

当薄板时
,

hm D /叮二 o
,

符合 iK cr h h of f 假设
,

因此通用于厚 /薄板
。

根据单元为三结点九自由度常剪力 口
二

与口
,

次式
,

即

w = H
T a

的假定
,

位移函数 w 采用面 积坐标的三

( 2 1 )

式中

其中 嘴 二

万
, = [刀

: , 2 刃,
, 爹,

2 + ,含 , 釜,
3 + ,忿 , 置, : + , 合刀圣刀

3 + ,云 ,易, : + ,息 ,象, 2+ , 盆I

冬
, : 兔刀3 ’

石

a = 〔a ; a : … a 。
]

,

由于单元的弯曲和剪切的应变能公式为

v 。
一

拼 (此鲁
十 ZM一

瑞

F

一拼(影
十

黝
。 。

十 M
,鬓聋、

J即
`

IJ缪2
` 劣 d歹

而单元的平动和转动动能公式为

:

告汀
, `

(餐)
’ ` · ` ;

一

食
一

JJ
。 `

!(赞)
’

+

(赞)
2

}
` · ` ,

( 2 2 )

( 2 3 )

( 24 )

( 2 5 )

汁阳
少少

因此
,

要建立 C a r t e s i a n坐标
二 ,

扩与面积坐标粉
`

(名= z
,

2
,

3 ) 及其一
、

二 〔 i 〕和三阶导数的

关系
。

本通用单元 (式 ( 17) ~ ( 20 )) 要用到 。 对二 ,

夕的四个三阶导数
,

现将三阶导数的

关系列出如下
:
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对两种坐标系中的一阶导数关系式连续用三次便可得矩阵 刁 3.

因三项之和 的 立方共有

十项
,

矩阵 A ”
的阶为4 x l 。

,

相应的 。 对面积坐标的三阶导数向量的阶为 10 x l
.

三角形单元三个结点位移 (自由度 ) 由式 ( 21 )
,

( 19 )和 (2 0) 得到
,

份
.

二

~
分只 l

〔, 百
,

。 认 扮百
:

〕丁 a

X 马白 9 只 1
( 2 7 )

将式 ( 2 7 )代入式 〔2 1 )
,

得

却 二 H
, L

一

孟二
。

9 K 9 g X I

( 2 8 )

将两种坐标系一阶和二阶 〔 1 〕导数关系式以及式 ( 2 6) 代人式 (2 2) ~ ( 2 5)
,

然 后 再将式

( 2 8夕代入
,

可以求出单元的刚度矩阵和质量矩阵
,

其阶为 9 “ 9
.

例如四边固支方板
,

取

四分之 一板计算
,

长边斜率为正的三角形划分单元
,

共十八个单元
。

当板厚 h 与边长
a

之比为 o
,

00 2时
,

就是此种单元不计及剪切变形和转动惯性影响的经典有限 单 元解
。

第

一阶频率的经典解析解 [ 4 〕的降低系数
,

h / a 二 0
.

1时
,

文献汇5〕为 0
.

88
,

本文为。
.

89
,

文

献 [ 6」为 0
.

9 0 ; h /a 二 0
.

2时分别为 0
.

6 9
,

0
,

7 3
,

0
.

7 4 ; h /a = 0
.

3时
,

分别为0
.

5 5
,

0
.

57 ,

0
.

60
.

第二阶到六阶频率
,

无a/ 一 0
.

1和 0
.

2时
,

本文的计算结果比文献 {6] 低 1“ 3%
.

第

七阶频率的降低 系数
, h ,a/ 一 0

.

1时
,

本文计算结果为 0
.

76 ; 无a/ = 。
.

2时
,

为 0
.

4 9
.

第七

阶振型在文献 〔4 )中
,

以及引用它结果 的其他文献 中
,

均多了一条水平节线
。

3 厚 /薄板的矩形动力有限单元

假定剪力 口
二

是 夕的线性函数
,

口
,

随 z 线性变化
。

得到了通用于薄板和中厚板的十

三个 自由度矩形有限单元
,

也是结点 自由度最少的通用单元
。

由式 ( 1 9 a) 和 ( Z Oa)
,

卫
二

J了,

的计算公式 (] lt) 和 ( 15 )仍成立
,

而

、
`

。 、 一

扣
一 , )”

(货
+

黝
口

二

和口
*

的计算公式仍为式 ( 17) 和 ( 18 )
,

刀
二

和刀
,

也与式 ( 1 9) 和 ( 2 0) 相同
。

由于

d声
:

_ J “
w

d梦

d声
; _

d 劣

d x d y
( F “ 切 )

( f “ 功 )一刀。

2ld口一X

一浇口

口一eD一C

d 2
w

.

—
-

-

— 十
J z o 夕

因此
,

式 子2 9 ) 成为
, .卫.̀口」

、 .产

切
,̀

F
矛.、

ù刀即

2一」口一X
一d

十
日l刀。z一

、

口
z一劣口一口, `

一
D ( `

一 ; )

{

( 2 9 )

( 3 0 )

( 3 1 )

( 2 9 b )

根据剪力线性变化的假定
,

位移函数 却 只能选取坐标
` 和 夕的全 三 次 式 再加 a J :

护夕和

叭
2

脚
3 ,

可以写为

。 一 X 百
a

( 3 2 )
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X百 = [ 1x yx Z ` y夕2 x 3x , 歹 ` y , 夕3 x 3犷 x夕

。 ` P`
: a , `

二
’

。 , 厂
、

;a :愁J全

弯曲应变能积分公式 ( 2 2 )应写成

。 。一

拼!
“

二

穿
+ “ 二

(肾
+

黝
十 “ ,

穿}
dx 甸

( 2 2 b )

剪切应变能以及平动和转动能积分公式仍为式 ( 23 )~ ( 2 5 )
。

矩形单元四个结点位移由式

( 3 2 )
,

( 1 9 )和 ( 2 0 )得到

竺
w 否

,
w 若

Z
w 畜

。
w百

4
}

? 一 L

1 2 X 1 2 1 2 X I

将式 (2 7 b) 代入式 (3 2 )
,

得到单元内位移 w 与结点位移的关 系式
,

w = X 百L 一

二w 。

( 2 7 b )

( 3 3 )

将式 ( 3 3 )代人式 ( 17 ) ~ ( 2 0 )
,

并代入式 ( 2 2 b )
,

( 2 3 ) ~ ( 2 5 )
,

可以得到厚 /薄板矩形单元

的刚度和质量矩 阵
。

例如四边固支方板
,

取四分
.

之一板计算
,

共十六个单元
。

第一阶频

率降低系数
,

h a/ 一 “
.

`时为 。 .5 6, ” a/ 一 o
·

“时为 0
·

73
·

第二阶到第六阶辉率降低系数与
常剪力三角形单元的计算结果相差士 (1 ~ 3) %

.

第三 节内容收集在文献仁3 〕中前
,

曾蒙周鸣鸿教授仔细审阅
,

并提 出 了宝贵意见
,

作

者表示衷心的感谢
。

也要 感谢 89 00 1部队龚克同志完成 了该 节中多个算例
。
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