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样条函数康特诺维奇法在复合材料板
矛朴圆柱曲板弯曲及线性

稳定性分析中的应用

徐后华 陈广南

(航天技术 系 )

摘 要 样条函数康特诺维奇法是作者首先提 出 的一 种 结 构 数 值计算方

法
。

它实质止是一种离散形式 的康特诺维奇法
,

将二维 问题化为一维问题
,

使

问题 的 自由度数大幅度减少
。

在本文中
,

基于 M i n
dl in 假设

,

将样 条函数康特

诺维奇法应用于金属
、

复合材料单层板及圆柱 曲板 的 弯曲及线性稳定性分析
。

关键词 样条函数
,

线性分 析 ; M in d h n 假设
,

特征值 问题

分类号 T V 33

前 言

样条函数法是新近发展起来的一类结构分析数值方法
,

自 J 9 7 9 年石钟慈 〔 1 〕首次提

出样条有限元法的概念 至今
,

样条函数法不断发展和逐渐广泛应用
。

到目前为止已发展了

样条有限元
,

样条有限条及有限层法
,

样条加权残数
,

样条边界元等结构静力
、

振动和稳

定性分析方法 〔2一 6 」
。

在以往的文献中
,

对静力问题位移函 数 的表达式
,

通常在 : , 夕

两个方向同时采用样条 函数
,

或在一个方向采用样条函数而另一方向 采 用 梁 的振型函

数
,

对振动和稳定问题
,

位移函数的表达式在一个方向上采用样条函数另一方向采用梁

的振型函数
。

在文献 〔 7 J中
,

首次提出了样条函数康特诺维奇法
,

并求解 了复合材料板

的弯曲问题
,

它实质上是一种离散形式的康特诺维奇法
,

能将二维问题化为一维问题
,

使问题的自由度数大幅度减少
。

该法收敛快
,

精度高
,

且具备一般 样 条 函 数法的全部优

点
。

在本文中
,

将样条函数康特诺维奇法推广到特征值问题
,

并基于M i n dl in 假设
,

对金

属
、

复合材料单层板及圆柱曲板的弯曲及稳定性问题进行分析
,

是样条函数康特诺维奇

法的进一步发展和应用
。

1 9 55年 10月 2。日收稿
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1公式推导

圆柱 曲板的坐标系统及结点划分情况如图 l 所

当半径 R 为无限大时
,

圆柱 曲 板 便 退化为平

因此公式推 导 按 圆 柱 曲板 进行
。

位 移假设

一不板为

刁曰介

, 关 二 u
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,

展开成

三次 B 样条函数的线性组合
。
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为三次 B样条函数列阵
,

件及内部约束条件参数矩阵
,

具体形式为
:
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其中 d` 一 , ,

d
`。 ,

d ` ;

对应于 x 一 。处的边界条件
,

d ` 2 ,

d
` 3 ,

d ` :

对应
二 二 a 处的边界条件 〔4 ,

。

在稳定性分析中要 引人内部约束条件
,

如当矩形板沿长度方向屈曲成多个半波时
,

其节

线处的挠度 w 为零
。

( 4) 式 中虚线框 内的数值对应节点 I 处的内部约束条件
,

即使必
` , ( : , )

= o
,

必二
. x( , )共 0

.

若虚线框内只有对 角线元素 l
,

则相当于无内部约束条件
。
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*

与

之相似
。
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设三次 B 样条函数的积分矩阵为
:

尸。

一丁:
, 叫 }对、

* 3
一

* 你 ) ,沪
。 、 ·

尸: 一丁:
、 , ( , ) }一

, 3 , ( , )。二
(一

十 。 ` ,

`
,子̀

二丁:
、 ,

,

、· ) , , (二、 、 3

{ , ,

(· ) ,二
(一

、 、
瑟·

G:
,咨

一

f:
、*

,

(夕) }一
十 3 、 ,

,

( ; ) }二
(一

十 3 、 ;

“ ?

一介
,

,

( ? 。 ,
卫

\
、 。 、 ,

,

(
· ) }枷

十 3 。

R : 一了:
{ , ,

( , ) }一
: ,

一

,
,

( , ) ,二
( r丢夕 J ;,

己,

。价一 j:
、 , ,

(· 、 }
! (仍 ) + 3 · , (· ) ,二

(一
十 3` ·

“ : 一了:
{ , 了

( ; ) }一
十 : 、 , ,

( , ) ,二
(一 + 3` ,

将 了门
,

`5 )
,

`幻式代入 `7 )式
,

可得总势能 11 的具体表达式
。
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,

17 对它们的变 分 皆 为 零
。
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( 9)
,

( 下0) 式 为弯曲问题的基本方程
。

根据稳定性间题的 E ul er 方法
,

衡位形
,

则原始平衡是不稳定的
。

如果在物体原始平衡位形很 邻近的区域存在 另 一 平

边界 卜受 elr’ 力 K 尸`夕’作用

考虑一带初始应力的物体
,

其初 应 力为 K a 凡;0)
,

在应力
,

K 是单调递增因 子
。

当 K 很小时物体是稳定 的
,

到
一

定值物体达到不稳定的临界状态
。

在线性稳定性分析中
,

随着无增加
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`
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,

K 严 夕
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。
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,
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。
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或写成d (Z U + K G )二 o ( 1 3 )

其中 U为失稳时产生的应变能
,

G相 当于初应力 势 能
。

将 ( 1) 式代人 ( 13) 式
,

计算 出

( Z U 十 K G ) 对位移及转角系数的变分
。

由于这些位移及转 角系数相互独立
,

故对它们

的变分皆为零
。

(2 U 十 K G )对 a 。 ,

刀。
,

,二
,

L ? ,

K 。变分为零得 ( 14) 式
,

(2 U 十 K 召 )对

雪。
,

勺。 ,

雪。 ,

久。 , 拜。的变分为零可得 ( 1 5 )式
。

( 2 [ K
二

] + K 〔̀
二

l ) {d
二

} = o ( 1 4 )

( 2【K
, 〕十 K 仁G ;

! ) { d ;

} = o ( 1 5 )

其中 〔G 二

]
,

〔G ; 〕为几何刚度矩阵
,

K 为特征值
。

( 14 )
,

( 1 5 ) 为线性 稳 定 性问题的基本

方程
。

弯曲或稳定问题的基本方程按照广义康特诺维奇法迭代求解
,

即先给 出某方向
,

如

x
方向上的位移及转角系数的初始仇戈d

二

}代人 ( 1 0) 或 ( 15 )式
,

求出另一方向上的位移及

转 角系数 {d
,

}代入 ( 9 )或 ( 14 )式求出 {么 }
,

如此进行迭代
,

直到所求的 挠 度或 特征值收

敛到要求的精度
。

2 数值计算

1 金属平板弯曲

金属乎板为四边简支和四边固支的方板
,

承受均布载荷
,

结果与厚板解
,

经典解
,

有限元解比较
,

见表 1
.

表 l 简支
、

固支方板中心挠度 系数 a =
。 m

。 x E h
3

q o a 4 (
尹 = 0

.

3 )

简 支 固 支

本文 有限元汇̀ 01 厚板解 t ’ 01 经典解 本文 有限元 1 1 0] 厚板解 [ 1 0] 经典解

0
。

0 4 4 4 0 0
。

0 4 4 3 8 0
。

0 4 4 3 9 0
。

0 4 43 7 0
。

0 1 3 9 0 0
。

01 3 7
0 一

0 1 3 8

0
.

0 么6 2 1 0
。

0 4 6 2 8 fl
。

0 4 6 3 2 0
.

0 4 4 3 7 0
。

0 15 9 7 0 . 0 1 6 0 0 。 0 1 6 3 4 0 。 0 1 3 8

0
。

0 5主9 1 0
。

0 5 2 0 2 0 。 0 5 2 1 7 0
。

0 4 4 3 7 0
。

0 22 6 7 0
。

02 2 1 0 . 0 2 3 3 1 0 , 0 13 8

0 。 0 6 1 4 1 0
。

0 6 1 6 0 0 。 0 6 1 9 2 0
。

0 44 3 7 0
。

0 3 18 0 0
。

0 32 0 0
。

0 13 8

0 。 0 74 71 0
。

0 7 5 0 0 0 。 0 7 5 5 7 0 。 0 4 4 3 7 0 。 0 4 5 2 4 0
。

0 4 6 6 0
。

0 13 8

a
.

0110203040
暇
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2 金属圆柱壳层顶在自重作用下变形

如 图 2 所示
,

金属层顶两边简支
,

两

边自由
Q

.

几何尺 寸 及 材 料产数为
, ” -

0
.

2 5 m
, a = 5 0 m

,

R = 2 5 m
,

刀= 5 0
。 ,

自

重 q 。 士 3
.

6 k g /谊 2 ,

E 二 4
.

3 2 x 1 0 6 k N /

m Z ,

产二 O 图 2
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表 2 圆柱壳层项在 自重作用下 变形

犷3砰
1 2 3 4 5 1

本 文 O
,

3 1 2 1 一 0
。

19 8 4 0 78 9 0
.

0 1 28 0
。

0 4 73 一 0
。

16 5 3 一 0
.

0 8 5 8 一 0
.

0 2 9 6

有限元
;
卜日 0

。

3 0 1 一 0
。

19 0

一 0

一 O 0 7 6 0
。

0 12 0
。

0 4 5 一 0
。

16 0 一 0
。

0 82 一 0
。

0 2 8

一 0
,

0 0 4 1

一 0
、

0 0 4
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一
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3 复合材料平板薄曲

复合材料单层方板纤维沿
: 方向铺设

,

四边简支
,

承受均布载荷

行计算
。 。 二 吞一 1 0 0 , E : = 4 0 x 20

一 “ ; E : 二 2 x 10 6 ; ` : , 二 o
.

5 X 1 0 6 ;

「 L : 二 不/ T 犷二 0
.

2 5
.

对不同的厚度进

G , , = 0
.

2 x 10气

表 3 复合材料单层板中心挠度

10 2 0

本文 0
。

4 1 76 3 6 2 4 2 火 10 一 2 3
。

8 4 8 2 x 10
一

3 6
。

7 6 9 3 x 10
一 ` l 。

78 0 8 又 1 0
-

经典亡5 ’ 0
。

41 0 6 0 1
。

5 2 0 7 火 10 一 2 3
。

2 8 4 8 x 10 一 , 4
.

10 6 0 x l 0 一毛 5
。

1昌2 5 欠 10 一 5

(本文 /经典
一 1 ) 欠 10 0 1

。

7 12 0
。

8 0 6 17
。

1 5 6 4
。

8 6 2 4 6
。

9

4 金属板单向压缩

金属板四边简支
,

在 : 方向受均匀轴压
。

计算时假设初应力 a `早
’
在板内均匀分布

。

表
,

{

a / 石

简支拒形板 临界应力 系数无一 ,
。 , ,

b Z
h /护 D

,

y 二 0
.

3
,

h / b二 0
.

。了

0
。

2 0 . 5 1
。

0 1
。

5 2
。

0 甲 6

本 文 2 6
。

8 20 6 6
,

2 4 1 7 4
。

0 0 0 0 4
。
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.
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。
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。
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.
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纵向半波数
. . 曰 . J . . . . J . ` . . ` 汕曰 . . . . . “ 叫 . . ` J . 曰 . . . . . . 曰 . .

一
`

~
~` ~` 目 d卜~ . ` 确 . 曰̀ 卜沁 ~ . 山 “ 曰 .

5 金属曲板单轴压缩

金属曲板四边简支
,

在
:
方向单向受压

。

计算时假设 叮 `里
’
在曲板内均匀分布

。

表 5 金属圆柱曲板 临界应 力 a 。 ; ,

R = 100
,

h = l
, a = R刀

兀

2 O
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一

一
一一一

~ ~ ~
.

1 5

兀

l 0

本 文 1
。

36 40 K 1 0 4 8
。

46 77 x 10 3 5
。

7 3 1 8 x 1 0 , 5
。

7 8 9 3 火 10 5

经典解〔田

纵向率波致

1
。

3甘5 8 x 1 0 4 8
。

6 1 1 1 x 1 0 3 5 。 8 3 3 3 x 1 0 5 5
。

护7 3 5 x 丈0 3

1 1 1

一
一

一

一一
一, 一一必` , 间 . “ 洲脚~ 曰钾户叫 , 州,
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6! 合材料单层板单向压缩

复合材料单层板四边简支
,

纤维沿 :
方向铺设

,

在 二 方向单向受压
,

对不同厚度进

行计算
。

E : = 3 0 x 20 6 ; E 二 = 0
.

7 5 、 20。 ; 口 : , 二 0
.

3 7 5 、 1 0 6 ; G , , = 0
.

3 x l O6 ; V : , =

V , , = 0
.

2 5 ; a = b = 1 0 0
.

表 6 复合材料单层板单 向变压 临界应力 a
。 ,

. . . . . . . . . . . . . .口曰 ` . ``` . 司 . 门 . . 侧 . . ` 目

h 1 2 8 4

本 文 2 。 6 69 8 x 1 0 3 0 4 7 2 x 1 0` 2 。 2 8 2 6 X 1 0 ` 3 。 8 8 8 4 x 10 4

经典解 1 8] 2
。

6 8 7 3 K 1 0 3 0 7 4 9 x 10 ` 2
。

4 18 6 x 1 0 ` 4 。 2 9 9 7 x 1 0 4

本文 /经典 0
。

9 9 8 5 0
。

9 7么2 0 。 9 ` 88 0
。

9 0 4 3

7 复合材料圆柱曲板单向压缩

复合材料单层圆柱 曲板四边简支
,

在 x
方向受压

,

就不 同的纤维铺设角 0 (与
z 轴

夹角 ) 计算
。

结果表明最大临界应力发生在 0 二 4 5
“

左右
。

材料常数与上例相同
,

几何

尺寸为
:

R ` 1 0 0
,

刀= 万 / 1 0
, a = R刀

.

表 7 复合材料单层 曲板临界应 力

口 0 . 3 0
0 4 5 0

6 0 0

7 6
0

口 e 护 2 。 7 8 5 1 x 1 0 4 5
。

4 9 82 x 10 ` 6 。 2 0 4 6 x 10 尾 4
。

9 8 4 7 x 1 0 4 3 。 0 D1 5 x 1 0 4

3 结 论

通过以上的数值计算证明
:

( l) 样条函数康特诺维奇法不仅能适用于解微分方程边值问题
,

而且 也 适用于特

征值问题求解
。

该法能使二维向题化为一维问题求解
。

故大大地减少了问 题 的 总 自由

度数和计算工作量
。

虽然该法要经过迭代才能获得最后结果
,

但 自由度增加时
,

计算量

要成指数地增加
,

所以总工作量还是要少得多
。

例如设一维问题的 自由度数为万
,

则二

维问题为M
Z ,

若计算量与自由度数平方成正比
,

样条函数康特诺维奇 法 的迭代次数为

3
,

则一维问题与二维问题计算量之比大致为 ( M
Z

) 2 / 3 M
2
= M

Z / 3
.

对 自 由度数较大的问

题
,

这确实是一个很高的比率
。

( 2) 理论上只要假设自变函数取足够多的项和 经 过足够多次的迭代
,

总能逼近正

确解
,

事实上对能分离变量的问题取一级近似 ( M 尸 = l) 就可获得与 精确解一样的结果

(若不考虑计算误差 )
,

对一般问题只需取 M 尸 = 2
,

3 即 可
。

结 点 划分一般沿
劣 ,

夕

方向取 5
,

6 等分
。

样条函数康特诺维奇法收敛快
,

精度高
,

经三
、

四次迭代前后两次

结果相差便在 1 / 1 0 0 0 0以 内
。

( 3) 该法能方便地处理各种边界条件
,

并且平板曲扳通用
。

在此 之 前对结构的振
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动 ’ , 德定 分析岭 样条函数方法
,

是将位移表示成祥条函数与梁的振型函数乘积的形式

因而缺 芝房活处理边界条件的能力
。

扭 ) 口
一

算表明横向前切变形对复 合材料板的弯曲及临 界载荷 影响显
一

著 囚此在复

介材料析资 分犷十应充分 贡视
。
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