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一种采用应力分离法
的杂交 / 混合板壳单元

张国安 洪志泉

(航天 建术 系 )

摘 要 本文利用一种采用应 力分离法 的杂 交 / 混合板壳有 限 元模型分析

板壳结 构静力学问题
{

分析表明
.

该元素在 退林水
一

乎上 没有多余零能模式
_

而

且
,

该几 素通过 了薄板 的闭锁试脸
,

对薄壳并例也 没有 观察到闭锁现象
。

与冬

考解相 比
,

该 元素对 各种壳结构均能适用
,

且收敛性较好
.

精 度也较 高
)

关键词 闭锁 ; 灾能模式
,

杂交 /混 合板壳单元

分类号 T V 3 3

退化壳元素虽然忽略 了厚度方向的 正应力与正应变
,

但考虑了横向剪切变形
,

因而

可以有 一定的厚度适用范围
。

c 。
吐 : , : 的 8 节点es

r o n d i p , yt 退化壳位移元素用 2 x Z 降阶 G a u s s 积分以避免闭锁
,

井针对具体问题引入 3 至 5 个内部 自由度可以使结果得到改善
,

这些做法却引入 了多余

零能模式
。

可以在与内部自由度相对应的元素刚度矩阵对角线系数上乘以一个修 正值以

消除 多余零能模式
,

但这种做法带有盲 目性
,

因为没有一般结论
。

9 节点 L a g ar
n g e
退化壳元素在描述壳儿何方面更为精确

。
B el yt cs h k o

等〔 “ 〕指出
,

使

用 2 、 2降阶 G o us s 积 分可以得到不 闭锁的薄壳解
,

但却带来了多余零能模式 〔 3 〕
。

文献

旧 {扰构造 了
一

个控制多余零能模式的 9 节点 L a g r a n ge 板元素
。

既能消除多余零能模式
, _

又能克服闭锁的一般方法是采用杂交 /混合公式
。

本文基于H e
llj n g er 一 R ei ss ne

r原理
,

构造一个假定应力 9节点 L铭 ar n ge 退化壳杂交 /混

合元素
。

该元素中
,

应力场被分成高阶与低阶两部分
,

大大减少了计算工作量
。

考虑到

公式的简化
,

不相容位移取为零
。

1 9 8 8年 x l月 3厄}日收稿
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/

混合板壳单元

有限元列式

一个退化壳杂交 /混合元素的 H eu in g e r一R i e s sn e r泛函为

W一Vd

飞 .
.

!
J二 R 。

一

l r
。 · (。 · )-

J 犷 尸
L ~ ~勺

l。 : s叮

2 ~ ~ ~
( 1)

其中
,

W 。代表外力功
,

是几何方程微分算子
,

下标 (
_

)代表矩阵记号
。 a 是应力行向量

,

之是位移行 向量
,

巴
S 是柔度矩阵

, V
。

是元素体积
, 方 R 。

是泛函记号
。

下同
。

为了使最后导出的元素刚度矩阵公式不过于复杂
,

不相容位移取为零
。

于是

“ 二 L q

D 汉 一 方 q

( 2 )

( Z a )
、 ` 月, 口

r

叫、
`

月口

其中

其中

q 是元素节点位移 自由度
。

在壳的局部坐标系中
,

应变可分为面内
、

弯曲和横向剪切三部分
“ ,

去
,

夕
,

即

( 3 )

、...
、

!
夕

希
ù户ó

+ 于八e~
J... r.、

一一
以.D、

相应地
,

应力场假定为
、

lr
.声

aù
, 十 心

兰

aù
尸

l
之.

.

L

一一aù

零

右是厚度方向的参数坐标
。

把 ( 4 )式和 (3 )式代人 ( )l 式
,

注意到对各向同性材料问题
,

有关 右一次 项 的积分为

于是

, _ 「 ( _ : 。 _

了` 刀 巴

一 I 几 u , ` 一
J 厂 . 、

~
~ 敬

石三
1

少 )
`犷

Fd
、,,产

b

*
一

「、 Z

f
。 ; 。

-

晋兰`些兄

+

上
。

(少
一

散
百些少 )

` F 一 评 。

( 5 )

其中 S ;

代表面内柔度矩阵
,

泞 : 代表横向剪切柔度矩阵
。

把应力场分为低阶应力场与高阶应力场之和
,

即

、 .产、 .少、

争
r

nDūIù吕
了性、

了
、了、̀a p

= a p 乙 + 『 , 月

a 。
= a 。 乙 + a 。月

兄
,

= 之
! 。 十兄

! `

其中
,

低阶应力场与 (3 )式的应变在低阶G o u ss 积分点处满足物理方程
,

即
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,

刀)片
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J

产、 才留 l
r

产、 . 勺

( 1 1、

夕而论~其中
,

口 达 ,

C :

分别是 S

是 ( 3 )式的应变在低阶G a u绍积分点的值

, ,

习 :

的逆矩阵
。

二维擂值函数 N
、

(咨
,

,

碗 是低阶G a us s 积分点数
。

, 、在第 艺低阶G a us s积分点为

,

在其它低阶G : u ss 积分点为零
。

高阶应力场由应力参数表出

{ 12 )

又13 )

( 1 4 )

aù刀ù声ù月11月犷ù叮ù犷ù

共
`

朴P
。

(占
,

粉)
,

, 的函数 而 。

,
(青

,

P
,

(古
,

?)) 是比 N
、

(古
,

))I 更高阶的关于面内参数坐标 言
,

pùpùpù川一一一一一ù

、
和刀是厂欢力李数

。

:
ù
刀f、P、 é
月

比较 r Z a ) 式与火3 少式
,

可得

B
。

q r { 5

B , q

刀
、

q

` 1〔二)

( ! 7 )

一一
ù
一一￡勺论彻夕

把 f 6 。 ,

( 7 、 ( 8 ) 式代人 ( 5 ) 式
,

可得
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一 ,
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子 J v e

~ ~

。 万 d V 一 W o ( 1 8 )矿乍
,

aù

在式 ( 1 8) 的各积分式中
,

对包含 , , : ,

b L ,

兰
。 : 的有关各积分式用低阶 G a u ss 积分

计算
,

以
“

I
L , ,

记之
,

其他各积分式用高阶 G a U韶 积分计算
,

以
“

I
H , ,

记 之
。

这 样
,

( 15 )式变为

二 : 。
一

【
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(
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冬
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分
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在低阶积分点
,

注意 到 ( 9 )
、

( 10 )和 ( 1 1 )式
,

以及 S

( 1 9 )

三
2

分别与 C
J
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`

月
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,
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,

因

此
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G 。 q一 H
。

a =O ;口
二

q一 H
,

刀
二

= 0 ; G , q 一 H , 刀= 0

由此可得

a 二 H 护 G
。

q ( 2 3 )

刀
二

= H 石
’ G

,

q

刀= H 不
` G , q

把 ( 2 3 )
、

( 2 4 )
、

( 24 )

℃
、了、矛
产、 .产

56ù了29úO自
了、̀ 、了.、百了、

( 2 5 )式代回到 ( 2 1 )式
,

可得

二 , 。
一
鲁

, , K
· , 一 , ,

。
乙 ~ 产、 曰 ~ ~ 夕 阳、 护

其 中
,

元素刚度矩阵

K
.

二 G 若H 石
’ G

。
+ G 刃H 二’ G

二

+ G 雾H 歹
` G ,

+ K
,

+ K
。

+

而外力功

纽
.

叮? Q = W 。

口为等效节点载荷
。

2 元素构造与分析

1 几何形状

. 2
,

* / 了洲飞扮 `一 0

!
` ’ 。

气残
, :

广
- - 一 .y

’

性 猛丫
“

:x
: 犷 “ , 二

, ~
, 几

。

元素几何 总体坐标系

l封 1 9 节点 L a g r a n g e 退化壳元素

局部坐标系

如 图 1所示
,

总体坐标系中元素几何为

、、...夕产

飞~

J乙一O山产ó一

十

、 .

t
..J

{i}
一 `

、 · ` (;
,

, )
·

({
`
是 艺节点的总体坐标

,

夕i

z i

( 2 8 )

( 2 9 )

其中
, x ` ,

梦` , : 占
,

,
,

雪是与总体坐标对应的参数坐标
,

札是

节点 葱处的壳体厚度
,

点 L a g r a n g e
插值函数

,

。 , `
是 i 节点处的壳体中面单位法向矢量

。

N :

其具体形式为

(考
,

哟是二维 9 节

, ; 一牛(咨
,

+ 咨
,

考) ( , 2
+ , : , )

4

二 1
,

3
,

5
,

7
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一
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乡
, 子(11 2

+ , , , ) ( , 一 `
,

) `一 2
,

4
,

6
,

8

乙

N 二一 ( z 一 有
,

) ( z 一 粉2

)

元素节点序号见图 1
.

2 位 移 场

总体坐标系中
,

位移为

`

、、..了/、..tr. ..J碑r
`
皿.

..孟口乙80.r.

ll
.、四 f

公 公 }
·

警
〔“ ’ ` 一 “ ’ `

( 3 ( )

产....`.
. .、Z夕...、、

.
、 .J,

刁. 尹

eó了. 、、

N
。V妇卜

一一

、.t̀犷.1
护祝秒膨J.̀

.
、.

.且t

其中
, u , , 。 , , 。 ,

是 艺节点的总体位移
, , , : ,

叭
,

是 云节点处局部坐标系基矢量
,

N ; 烤

帕与上面相同
,

口; 、 ,

根据
_

卜述位移场

占

0 2 ,

分别是
。 。`

一个节点有

在变形后关于

5 个 自由度

、 2 `
和 ; , ,

的转角
。

, ` 。 `
u)

,
0

: :
8

2 ,

}
,

这样
,

一 个 9 节点 L a g ar n ge 元素有 4 5个 自由度

、 .声
、

、.产
、

、、尹几、.2卜
、 .了9曰几八J1

.

0一bl了直nj价八qJ八0gJnJ,了`̀(f
、

f
了.、气自

ǐ
声t
`
、

, 二 { d
, d : … … 占。下少

3 应 变

仪保留 右的一次项
,

可得应变

E “ 一 D 斗

E `; 二 B 初 + 言

E (
,

为总体坐标系下的应变

B 乞q

E ` 二 代E 二 E , E
姿

E 二 , E y :

E
: 二 卜 T

转换到局部坐标系

E ~ T
: ·

E “

或

: 一

自
· 言

申
其中

￡= ￡ x 二 ￡, 犷 ￡x 梦卜 r
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~, .

~
. . . . ..

-
. . ,. .

~ ~ , , , . . ~~
~ ~ . . . . . . . . . . . . . .

一

一
一

,

. . . , ~ -
. . . . 、.

,

一 一
对 二 飞耳二 二

产、 侧产

% , , % 二 ,

}
少

: 二

}
,

5 5

( 3 7 b )

夕= 飞夕, : 夕 ( 3 7 e
)

4 应 力 场

在局部坐标系下考虑应 力场是方便的
,

因为这时法向正应力可看作零
,

于是

『 = 定̀
二 a , 丁二 , , , 二 , 二二

} ,
( 3 8 )

如前所述
,

应力场分为两部分
。

低 阶应力场 由 (9
。 、

( 10 )
、

( 1 1) 式 给出
,

而高阶应

力场由 ( 1 2 )
、

( 23 )和 ( 14 )式给出
。

具体 的形式是

( 3 9 )

ù

l
we,J

刀

UZn

户ó

呀nll
七ó

一一尸ù

= { a , a Z

}
,

( 3 9 a )

二

= 尸
。

( 4 0 )

aù尸ù

= {刀
、 L

刀
` 2

}
r

( 4 0 a )

( 4 1 )

, .

I
J

2

八口刀

女5

考
“叩

刀ù尸ù

刀= {刀
1 刀

2

}
犷

( 4 l a )

5 元素分析

元素的相容性和满足刚体位移
,

常应变条件可以与王毅 〔 5 〕类似地得到
。

对于杂交 /

混合元素
,

这些条件并不能保证结果收敛
。

X u e 6[] 给出了杂 交 /混合有限 元方法收敛条

件
,

但因其形式复杂
,

难以进行实际应用
。

这里研究多余零能模式 问题
,

闭锁问题将在

数值算例中给 出结论
。

注意到在 2 x 2低阶G ua ss 积分点得 出的低阶应力场是关于 占
,

刀的双线性函数
,

因

此

1 考刀 考甲 0 0 0 0 0 0 0 0

a 刀 L = 0 0 0

0 0 0

] 雪 刃 古刀 0 0 0 0

0 0 0 0 1 古刀 考叩1
·

{ a ,

其 中
, a , ,

… a : 2

是常系数
。

因此
,

a : a 3 a ; a s a 。 a : a 。 a 。 a ; 。 a : : a : 2于
,

( 4 2 )

, , :

有 12 个独立模式
。

类似地 a 。 :

和 『 。 :

分 别 有 12

个
、

8 个独立模式
。

这样
,

低阶应力场共包含 32 个独立应力模式
。

但由电 0) 式可知
,

位移场

共有 4 5个独立位移模式
。

除 6 个刚体位移模式外
,

还有 39 个独立的非刚体位移模式
。

因

此
,

如果仅用上述低阶应力场构造元素
,

将产生 7 个独立多余零能模式
。

假定
二 二考

,

y 一刀
,

用特征模态分析可得到这 7 个多余零能模式
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〔 i )“ =C :公 ( 1一 3梦之 )
,

” = 一 C
; 梦( 1 一 3 x 2

)

( 11 ) 廿 二 C Z

(劣
2

+ 夕2 一 3劣 2扩2

)

了11 1 ) 。 = C 。
(

x Z + 梦2 一 3劣 2夕2

)

( i v ) 印 “ C
`

( x Z + 夕2 一 3 劣 2今2

)

(
v ) 0 , 二 C , x

( 1 一 3鱿2

)
,

8
2 == 一 C 。 , ( l 一 3 x 2

)

(V i ) 0 : “ c 。 (劣
2

+ , 2 一 3 x 2, 2

)

(v i i ) 0 2二 C
7

( x Z + 夕2 一 3劣 2即2

)

其中
,

C , ,

…
,

口 7

是常量
。

、、、 }}}

LLLLL
_

,,

.....

「
---

JJJJJ

}}}

... .....

一变形前
,

一变形后

外凸线伸长
内初线颐范

图 2 多余零能模式示盆图

图 2 表明 (i )是一个不相容的多余零能模式
,

即它在两个元素 之间不协 调
,

因而元

素装配后它们会自动消除
。

( v )也有类似情况
。

但形如 ( j i )
,

( 111)
,

( i v )
,

(
v i )

,

(
v j i )的

多余零能模式在文献 〔l] 的 9
.

5节已被判明是相容的
,

即不因元素装配而消除
。

如果边界

条件没有约束它们的话
,

装配后的结构刚度矩阵仍将是奇异的
。

形如 ( 3 9 )
,

(4 0 )
,

( 4 1 )式的高阶应力场恰好消除 了 ( 11)
,

( 111)
,

( i v )
,

( v i )
,

(
v i i )

.

比如
,

对于 ( 11)
,

有

豁
一 c

Z

( 2卜 6 “ ”
( 4 3 )

它正好被 p 。

中的勃
2 (现在是

`
扩 ) 项消除

,

其 中低阶项已由 低 阶应力场消除
。

依此类

推
。

由上述分析可见
,

前面包括低阶和高阶应力场的 杂 交 /混合元素在总体水平上没有

多余零能模式
。

3 数值算例

为了检验本文前 面 建立的 9 节点 L ga ar n ge 退化壳杂交 / 混合元 素
,

作 者 编 制了

F o R T R A N 程序
,

进行 了包括板
、

单曲
、

双 曲壳的算例分析
。

计算采用双精度
,

是在国

防科大计算中心的 V A X - 78 0 / 1 1小型机上完成的
。

一

i 方板闭锁试验

固支正方形板的计算实例有助于说明元素的闭锁性质
。

承受均布载 q或中心集中载 p

时
,

铁摩辛柯〔 7 〕解析解分别是。
.

。 0 1 2 6
嘿

,

。
.

0 05 6

嘿 (中心挠度 )
,

本文解与其之比
砂、

~
J

一
J `

叮 t,’ `
们 ~ ,, 研

~
一 ’ - - -

一 D
一 ’

- -

一 D
、 ’ 一

“ 扩“

~
`

” ~
` 场 ’

“
’

~
一 “

即无维挠度如表 1 所示
。

衣

竺 一
’ “

111

沂二一紧
`”

固支方板中心无维挠度 ( 4 x 4网格 )

毅褚

均 布 级

1 0 3 10 , 10 ` 10 5

1
。

0 0 . 压8 1 。 0 0 4 8 9 1一 0 0 4 8 7 1
。

0 0 盛8 7

集 中 载 1
。 00 2 4 1 。 0 0 2 9

一
. 南

.

~
吧. , , , 目 甲. ` ”终 , , , 动 , . . . . 口. 曰. . . 晌 . . . , , 如. , 尸尸. . 尸. 呻r俐, , , 户 , , . . . 门, . . . 曰翻口. . . . 曰. 曰口p

,

. , . . . , , 曰口 . . 曰阳口 ,
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从表 1可见
,

在各种厚度情况下
,

本文元素的 4 x 4 网络计算结果误差不到 1%
,

而

且
,

即使在边长与厚度之比为 10 5的极薄情况下
,

本文元素也不闭锁
。

2 自盆作用下的屋顶

几何尺寸和材料常数均见于图 3
,

这个问题的解析解分别由F Or bs er g[ 的和 Sc or d al si

自由边中点橄向位移 叭伽功 )
32110,87 |5 ||川州J eeJIJ.ee曰,j ..门j.:3J.3f

:3I
名创刘刘洲幻抢U功19171800000氏....:11)))f匕.: l日瓦. ll月|(.r00000让公让00认

, . O J , m nl

厂为一
.

是
砚一 2加. 1

_· ’

\
, 二 , . 0

自由边
,

2
, 粉

翻 . 钾 一 0

拔夕尤赢 总 自由度数

100 2 00 3 00 4 00 500 60 0 7 00

图 3 自重作用下的屋顶 图 4 W B 计算给果的有限元收敛情况

△退化积分等参元 [ 1
0]

; △五阶位移函数位移元 t l Jl ,

口三角形浅壳元素 [ 1 2 } ; + 假定应变元 〔 1 11 , 。 平片元

素 [ 1 3 ] ,
公精确积分等参元 I ’ o ]; 甲 T U N C 元 [ 1 4 J,

x
本文元素

,
一

·

一一浅壳解析解 [9 1 , - -

一 深壳

解析解 8[ ]

等 9[ 〕得到
,

前者用了深壳假定
,

后者则用了浅壳假定
。

图 4 比较 了自由边 中心挠度的本文和其它作者计算结果的收敛情况
。

本文解收敛于

深壳解析解和浅壳解析解之间
,

这是由于本文的退化壳元素并不依据具体的深壳或浅壳

理论而建立
,

因而较客观地反映了实际情况
。

由图 4 还可看出
,

本文解收敛很快
。

图 5 表示 C B 截面的横向位移
。

W
,

代表 B 点的横向位移
,

深壳解析解是 o
.

30 08 m m
,

浅壳解析解是 0
.

3 0 8 3们n r n ,

本文 6 x 6 网格下的收敛解为 o
.

3 04 5m m
,

对W
, ,

深壳和浅壳

解析解分别是O
.

O4’5 06 m m
,

0
.

时 6m m ; 本文 6 x 6 网格收敛解是 0
.

0 巧 5 1m m
.

图 6 表明 A D

截面的轴向位移分布解与文献 Lg ]吻合较好
。

这一算例表明本文元素的精度和收敛性均较好
,

而且给 出了较客观的解
。

3 方墓球亮 中心承受集中载荷

几何尺寸
、

材料常数和边界约束均如图 7所示
。

这是一个双曲壳的算例
。

Ya ng 15[ 〕用
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一

一
碑,

.
本文 2 x Z 解

解

解

阅 2t

。
本文 2 x 2 解

一
,

00 2

功
.

阅月

图 5 C B截面 的垂直位移分布 图 6 A D截面的轴向位移

气` , . 0

R
二 9 6 m m

才二 O
。

l m m

E 二 1 0 ’ k g /m m 么

, = 门
,

3

P
二 z o o k`

。 本文之 X Z解
火 本文 3 x 3解
乙本文4 x 理解
一解析解〔 ’ 引

了
, 心

图 了 方基球壳 中心承受集中截荷 图 8 方基球壳 B C 截面挠度

级数展开法求得其解析解
。

由于结构对称
,

本文取 以 l球壳计算
。

图 8 比较 f 各种网格

划分 下本文解与解析解的吻合程度
。

W
,

的解析解为 o
.

o 3 9 5 6m m
,

本文在 1 火 扮卜均网格

划分下的解为 0
.

0刁。 3找m 。
,

吻合较好
,

图 8 还表明
,

本文解的收敛性比较好
。

4 柱壳受挤压

两端固定柱壳在 上
、

下曲面中心受大小相等
、

方向相反的集中力
,

如图 9 所示
。

由

问题的对称性
, 取李柱壳计算

石

表 2 固定柱壳 C 点无维挠度

““ }}}
BBBBB

R = 1
。

9 53 m m

L 二 Z R

t = 4 , 9 5 3 + 1 0 2
m m

刃 二 2
.

0 5 “ z o 7 k g / m m Z

丫 二 0
.

3

元素类型 网格划分 才
。
刃 t/ 尸

本文元素

T认上

L
。 。 [ 1 6 j

1 22

1 3 4

13 日

。

1 6

。

8 5
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表 2表明
,

本文解与 L ce 〔’ “ 〕的收敛解吻合较好
。

仁述算例中
,

第 3 例址
一

个薄壳的算例
,

其半 径与厚度 比为 96 。

现象
。

4 结 论

通过前面的工作
,

可以表明
:

5 9

但未观察到闭锁

1
.

本文的 9 节点 L ga ar n ge 退化壳杂交 /混合元素不仅满足 了协 调 和完备性条件
,

而且在总体水平上消除 了多余零能模式
。

薄板闭锁试验和薄壳算例说明
,

本文元素适用于薄的板壳结构而不发生闭锁
。

本文元素不依据具体的壳体理论
,

因而构造简便
,

且计算结果更能反映客观情

况
。

4
.

本文元素比通常使用的位移元素收敛快
,

精度高
,

在较 为稀疏的网格划分下一

般已得到足够满意的结果
。

致 谢

本丈的计算工作得到 国防 科大计算中心的大 力协助
,

谨此致谢
。
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