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矢巨形薄板弹性稳定性的解析解法

黄 炎

(航天技术 来)

摘 要 本文 求得 了矩形 薄板临界状态时的平街屈 曲挠度微分方程 的一般

解
。

可 以求解任意边界条件下 矩形薄板的 临界载荷
。

以四边 自由 的正方形板为

例求解 了四边均匀 受压的 临界载荷及其居曲波 形
。

关键词 稳定性
,

屈 曲
,

临界载荷

分类号 0 3 4 3

引 言

薄板在工程结构中常因失稳而导致破坏
,

甚至造成危害
,

故精确地求解薄板的稳定

性问题
,

是 十分重要的
。

通常用精确的解析解法仅能求得四边 简支的双正弦级数解或两

对边简支
、

其它二边为其它边界条 件 的 单正弦级数 解 〔1 〕
。

G
.

I
.

T a yl or 〔“ 〕用迭加法
,

S
.

lg u c hi 〔8] 用位移法仅求得了四边平夹的解析解
。

对各种不同边界的板虽然可以采用能

量法
,

但如何选好挠度函数则难于掌握
,

故建立适用于各种边界条件的一般解析解来精

确地求解临界载荷实属必要
。

1 微分方程的解

如图 1 所示
,

矩形薄板均匀受压临界状态时的平衡微分方程为
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,
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。

i五当选取各种解的组合
,

可以求解各种不同边界

矩形板沟德定性问题
。
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( 8) 式含有4 m 十 4 , + 12 个积分常数
,

其中第一部分能满足夕二 O和梦二 b 两个边为任意

边界条件的问题
。

第二部分能满足
z = 0和 x 一 a两个边为任意边界条件的问题

。

第三部分

能满足四个角为任意角点条件的问题
。

由于每个边界有挠度或等效剪力
,

斜度或弯矩两

个边界条件
,

将每个边界条件所建立的 方程中的非正弦级数均展成如下的正弦级数
:

恕黯
2 一冬刃而聋斋而

万s , n ““

恕一 冬又斋黔尝箭
s in 刀“

糯箫
1一荟(、下摺气砰

s ,·刀“

( ] 4 )

( 15 )

( 16 )



防 科 技 大 华 华 报 第n 卷

鄂一 冬i下翠婴竿;备
‘ s in ”“ 子、

b

尸
一
粤鱼

儿 万

s泊 刀y

形一可
‘

黔
S

inP
“

9 )

则利川正弦级数的正交性
,

四个边可得 4 , + 理、 个方程式
,

加上每 个角有挠度或反 力
,

角的两边的斜度或弯矩共三个条件
,

总共可得 4 m + 4 : 十 4 又 3 个条件方 程式
.

恰好可以

求解全部积分常数问题
。

3 计 算 例

如图 , 所示
.

以 四边 自由的矩形板为例
,

边界条件是
:
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利用对称和反对称条件可使求解临界载荷的向题大大简化
,

对于 x = a/ 2和 y ~ b / 2为

对称或反对称屈曲位形应有
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,
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。

为简单起见
,
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形板的情形
,

由直线 : = 夕的对称和反对称条件又有
:
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一如果再应用方程 (2 3 )的第一式
,

还可以求得和 (3 5 )式相似的等式
,

则连同(3 6 )式可以

求解通
、 ,

坑
‘

和I的问题
,

相应地可以求得对劣 一 a/ 2和 y二 b / 2分别为对称或反对称共四种

情形的解
。

又由以土二式可知
,

对称时 I 项的系数为零
,

即 I 可以取任意值
,

这是可以理

解的
,

因为它表示刚性位移
。

故令I 一 。
,

即四角的挠度为 零
。
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,
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。
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令 (38 )式中A 二的系数行列式等于零
,

可以求得 各种M 值
。

6 7

此外利用 (38 、式的前 , 一

1个等式可以求得比值A耐 A , ,
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对每种情形
,

阴和 , 均各取 8 项
, ; 一 0

.

3
,

由 (3 8) 式采用反逆解法求得M
,

然后由

(4 1 )和 (4 2) 式求挠度曲线
,

求出下列八种类型的结果见表 1
,

2 , 3
.

(1) 第一个对
x = a / 2和 , 二 a / 2均为对称

,

对 x = 梦为对称 ;

(2 ) 第二个对
劣 ~ a / 2和夕二a/ 2均为对称

,

对 x = 夕为对称
;

(3 ) 第一个对
劣二a/ 2和夕= a / 2 均为对称

,

对 z = 夕为反对称
;

(4 ) 第二个对
: = a / 2和夕二 a/ 2均为对称

,

对 z “夕为反对称 ;

(5 ) 第一个对
二 = a / 2和y 二 a / 2 均为反对称

,

对二 = y为对称
;

(6 ) 第二个对
二 = a / 2和夕= a / 2均为反对称

,

对 : 二夕为对称
;

(7 ) 第一个对
劣 = a / 2和梦= a/ 2均为反对称

,

对 x = 夕为对称
,

但角点被支承
;

(8) 第二个对
x 二 a/ 2和歹= a/ 2 均为反对称

,

对 x = 夕为对称
,

但角点被支承
。

表 飞 边界 自由 的正方形板的M值

类型 (1 ) (2 )
·

(3 ) (4 ) (5 ) (6 ) (7 ) (8 )

M值 1
.

10 4 3 2
.

10 4 0 0
.

8 5 0 7 2
。

8 7 1 1 0
。

。5 6 6 2 。 4 3 日7 2
。

1 0 3 1 3
。

1 7 3 3
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表 2

料 玫 大 举 李 推

板边夕= O的挠度值 (单位为 A :

)

幼“ .

丁 / a (1 ) (2 ) (3 ) (4 ) (5 ) (6 ) (7 ) (8 )

(J

l / 16

1 / B

3 2 l e

1 / 盛

5 / 1 6

3 / 8

7 / 1 6

1 / 2

O

0
。

4 4 U I

O
。

8 7 2 6

1
.

28 0 4

1
。

6 4 5 3

1
。

9 4 9 7

2
。

1 7 8 7

2
。

3 2 0 9

2
。

3 6 92

O

0
。

1 6 8 3

0
.

3 6 0 3

0
。

5 6 9 3

0
。

78 1 7

0
。

9 7 7 0

1
。

1 3 5 0

1
。

2 3 7 6

1 。2 7 3 4

0

一 3
。

73 6 6

一 7
。

3 0 8 7

一 1 0
。

5 7 73

一 1 3
。

4 2 2 5

一 1 5
。

74 39

一 1 7
。

4 6 1 0

一 1 8
。

5 1 6 1

一 1 8
。

8 70 4

一 3
。

3 6 6 5

一 5
。

0 7 7 8

一 5
。

11 4 4

一 3
。

2 6 6 5

一 0
。

13 9 6

3
。

2 6 9 0

5
。

8 7 0 4

6
。

8 4 0 8

一 9
。

4 5 7 5

一 8
。

4 9 0 2

一 7 . 4 6 82

一 6
。

3 7 5 7

一 5
。

2 0 8 8

一 3
。

9 74 0

一 2
。

6 8 2 7

一 1
。

3 5 1 7

0

一 2
。

7 3 3 2

一 1
。

8 0 2 7

一 0
。

8 6 78

一 0
。

4 6 8 2

0
。

5 4 3 5

0
。

8 2 2 0

0
。

77 6 4

0
。

4 6 3 3

0

0

0
。

8 5 3 7

1
。

6 2 3 1

2
。

1 7 4 9

2
。

4 0 4 3

2 。2 5 7 1

1
。

7 4 7 3

0
。

9 5 1 9

0

O

0
.

3 9 6 吕

0
.

8 2 0 6

1
。

1 8 8 8

1
。

40 3 9

1
。

3 8 7 1

1
。

1 1 8 7

0
。

62 0 0

0

表 3 对角线 : = 梦的挠度值 (单位 A
,

)

工 / a (1 ) (么) (3 ) (4 ) (5 ) (6 ) (7 ) (8 )

0

1了1 6

1 / 8

3八 6

j Z 4

5 / 16

3 / 8

7 / l记3

! / :

O

0
。

8 7 12

1
。

7 0 5 3

名
。

4 6 9 9

3
。

1 3 9 1

3
。

6 88 7

4
.

0 9 78

4
.

3 5 0 么

1
.

4 3 5 5

0

0
。

3 0 6 5

0
。

5 3 8 9

0
。

6 6 4 6

0
。

6 8 4 7

0
。

6 2 7 1

0
.

5 36 1

O
。

4 5 8 又

0
.

4 2 7仑

一 9 。 4 5 7 5

一 7
。

6 6 7 8

一 5
。

7 4 1 2

一 4
。

0 9 06

一 2
。

6 6 88

一 1
。

5 2 2 0

一 0
。

6 8 2 7

一 0
。

1 7 16

0

一 2 。 7 3 82

一 0
。

9 3邓

0
。

5 3 96

1
。

4 3 4 2

I
,

6 6 4 8

1
。

3 4 6 7

0
。

7 5 2 匕

0
。

2 1 3 7

0

0

l
。

4 6 8 4

2
.

3 3 36

2
。

5 5 6 6

2
。

2 3 12

1
.

5 5 8 4

0
。

8 0 0 5

0
.

2 1 7 6

0

0

0
。

4 6 6 4

0
.

3 2 18

一 0
。

1 9 9 6

一 0
.

6 8 1 4

一 0
.

8 0 6 5

一 0
。

5 5 1 9

一 0
.

1 7 4 4

0

采用能量法可以求得M 值的上限
,

能量法的公式为 〔1 〕

拼{
“ ·

(黝
2 + “ ,

J Z

W
口劣 2

(豁)
’

}
‘·‘,

一 (‘一 ,

!豁等
一

(豁
“

{卿
心�.

、.刀产门一夕):一d口一‘
十

尹了.、、汀刀D�2

取环 二 动n 二刘
。 十 si n 二酬

。求得类型 ( i )的万 二寸不不石
厄二 1

.

1 1 50 > 1
.

10 4 3 ; 取

环 二 。i: ; 二 : / 。 一 。sn 二 ; / a 求得类型 ( 3 )的万 = 丫I二厄可牙厄二 0
.

8乒9 9> 0
.

8 5 9 7 , 取环
’

二 ( z

2 : / a ) ( z 一 2今/ a )求得类型 ( 5 )的万 = 2丫3 ( 1 一 , 2 ) / 万二 1
.

0 5 15 > 0
.

9 5 6 6
,

说明本 文的方法

是正确的
。

从表 1 中可以看出
,

确定最小临界载荷的

前三个M值的类型依次 是 ( 3 )
、

( 5)
、

( 1)
,

相

应的屈曲挠度为零的节线位置如图 3 所示
,

这

和四边 白由的正方形板自由振动的前三个最低

因 田 口
( 3 ) ( 5 )

图 3
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基频的振型节线图有共同之处
,

但后者的类型次序是 (5)
,

(3)
,

(1)
,

且类型 (1) 的中间

有一近似圆形的节线 〔引
。

如果前者类型 (l) 的I铸 O
,

而等于板四边中点的挠度和板中点的

挠度之间的任一负值
,

即从表 2 和表 3 中的 类型 (1) 取 一 4
.

4 3 5 5AI 长 I<
一 2

.

3 6 9 2 A : ,

则图形的中间亦有一近似圆形的节线
。

用本文的方法求得各种边界正方形板均匀受压的最小万值和换算 成 临 界 压力 尸与
a “

/ D 的比值见表 4
,

从表中可以看出
,

两邻 自由
,

另两邻简支的正方形板 是 均匀受压

最容易屈 曲的边界情形
。

表 4 各种边界正方 形板均 匀受压 的最小 临界压 力比值

边界情形 四边自由 四边平夹 四边简支 两邻 自由两邻简支 两邻平夹两邻简支

最小M值

最小尸
a Z /D

0
。

8 5 9 7

7
。

2 9 4 5

2
。

3 0 29

5 2
。

3 4 2

1
。

4 1 4 2

1 9
。

7 3 9

0
。

4 7 8 3

2
。

2 5 7 8

1
。

8 02 1

3 2
。

0 5 2

本文的理论分析简单明缭
,

计算方法容易掌握
,

便于工程实际应用
。

本文 的计并得 到研究生朱一凡 同志的 帮助
,

深表感谢
。
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