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解非线性振动问题的摄动谐波平衡法
孙世贤 唐乾刚

(航天技术 系)

摘 要 本文在谐波平衡法 的基础止
,

引进摄动 的思怒
,

得 出 了用解析法

解昨线性振动 问题的一个新的有效方法—
摄动谐波平街法

。

该方法无需对解

的 形式及谐波 系数的量级预先有所 了解
,

这是谐波平衡法 所不能比拟 的
。

另外
,

该方法使非线性振动问题的 求解过程变得 简单
,

只涉及解线性代数方程的运算
,

不必求解微分方程
,

这又比L in ds te dt 一Poi nc
a r。方法

、

多尺度方法优越
。

关链词 摄动 ; 非线 性振动
,

谐波平衡

分类号 0 3 2 2

1 问题的提出

解非线性振动问题的近似解析方法很多
,

诸如伽辽金法
、

等效线性化法
、

渐近法
、

Li n ds te dt 一 Poi n ca r己方法
、

多重尺度法以及谐波平衡法等等
。

谐波 平衡法对于求一阶近

似解很方便
,

但精度不高
。

为 了提高精度
,

需要对解先验地 了解很多
,

或者在解 中取足

够多的谐波项
,

并且要在计算过程中检查所有忽略的谐波系数的量级
,

否则就会得到不

精确的近似解 t l 〕
。

谐波平衡法的这种致命弱点若不加以克服
,

很难得到推广应用
。

At ad an 和 H us cy in 19 84 年曾经提出过对谐波平衡法的一个改进方案 〔2 〕。 其基本思

想是将方程的解设为含参数的谐波级数
,

原方程对参数的 顺序 求导得到 一系列 摄动方

程
,

再将所设的解代入摄动方程后确定谐波系数
,

从而得到微分方程的解
。

该方法在理

论上是正确的
,

但摄动方程是一系列微分方程
,

在将解代入摄动方程时要进行大量繁琐

的微分运算
,

而且繁琐程度将随摄动方程阶的提高而大大增加
,

致使该方法的推广应用

受到很大限制
。

2 摄动谐波平衡法的基本思想

如果在谐 波平衡法的基础上引进摄动思想
,

不仅能克服谐波平衡法的弱点
,

而且解

题过程变得特别简单
,

甚至只需要进行一些初等的代数运算
,

就可求得非线性振动问题

的足够精确的近似分析解
。

方法是将解的形式表为

。 = 。 a ‘ e o s甲 + 。 2

万 b ‘e o s i甲 + 。“ 艺 e ‘e o s艺甲 + o (。
魂

)
‘= 0 ‘二 0

( 1 )

1 0 5 。年元月 3 日收稿
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或将一阶谐波合并
,

将 上式表为

维11 .

劫 一 : a e o s尹 十 。 2

艺 吞
, e o s i甲 + ￡ “

万 e ‘e o s葱尹 + o (。4 ) ( 2 )

以 中

b l = c l = ⋯ = O

, 一 。乙十 声。 ,

0 <
: 叮 l为表示振幅量级的小参数

,

b ‘,

( 3 )

c ‘ ,

⋯为待定系数
,

阳为振幅
。

所

设解中第一项是派生解
。

这样设解是由于考虑到弱非线性间题 中
,

非线性项是对相应的

派生系统的摄动
,

因而用摄动解去逼近精确解 , 将各阶摄动项都表为无穷谐波级数
,

不

仅把非线性项对各阶谐波的影响作了充分估计
,

而且在将 ( 2 )式代人运动微分方程后
,

各阶谐波系数的量级将跃然纸上
,

只需比较同阶谐波系数和
。 同次幂的系数

,

即可确定

待定的各阶谐波系数
,

从而求得微分方程的解
。

不必再象谐波平衡法那样
,

对各阶谐波

系数的量级煞费苦心地去作分析比较
,

更不会出现忽略较低阶的项
,

而保留较高阶项那

样的问题
。

下面将分别以保守系统
、

耗散系统和强迫振动系统为例加以说明
。

3 保守系统

考虑由方程

忿十 a ; 祖 十 a :

护 十 a 3 “ 3 二 O (4 )

所控制的 系统
,

其中 a l

> 。
.

将解设 为( 2 )式
,

其中
a ,

b
‘, c ‘

均为常数
。

代入 (嫂 )式

后
,

得

。a (a l 一 。 2 )e o s尹 + 。“ 艺 b ‘(a
; 一 云

”。 2 )e o s石甲
‘吕 0

十 一

落
。(。

, 一 ‘2 0 2 )

一
‘, +

一(合
一 +

告一
2 ,

)

+ 。“ a Z a 名 [b
‘e o s (石一 l)中 + b

‘e o s (落+ z )尹J
‘一 0

子

一
3 a 3

(寻
·os , +

备
。0 5 3 ,

)
+ ·‘·‘, 一。

(5 )

比较 ( 5 )式中同阶谐波的系数
,

得

。Z b 。 a l
一

、。3 “。a l + 。 ,

告
a 2 a 2 一。

( 6 )

“a (a l 一 。” + “3 a Z a ‘Z b 。 + b
Z

, + “3

导
a 3 a 3 一 。

(7 )

(“’b
‘+ “3 “ ‘, ‘a

l 一 ‘’“” + “’‘2 ‘

警
a’ + “3 ‘

3 ‘

宁
a 3

+ “3 a : a 咬b , 十 , + b
‘一 ,

) = o (i二 2
,

3
,

⋯ ) 又8 )

又中

气9 )

1工日�
r.
之!
、

一一洲
咨

汗 = 2 )

叮苦 2 )

(艺二 3 )

〔艺气 3 )

,l门
声产,

l
‘

�一曰
一
‘八
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在 (6 )式中比较 廿 同次幂的系数
,

得

、了、、./、,
尹、.尹、./、.少�

0
1119�八04一勺

, .�11,万, .一1.呀主
矛才、了.、了几
、了古、了‘、宜、了

一 夕匡护
Z a l

( 2 2 )式入 ( 7 )式
,

c 。 = 0

。 = 。 o + e o x + 巴 2 0 2 + ⋯

并注意到 。若二 a : ,

比较
, 同次幂的系数

,

得

Z a 0 0 0 1 = 0

2。 。。 Z a 一 a Z a ‘2“。 + b Z ) +

寻
a 3 a 3 一 a 。 :

由 ( 13 )式有

由 ( 8 )式比较 e

二 0

同次幂系数
,

得

、

、少
、
产‘、.产、、

J声、.2、,
/

八07c乃QU八曰1
孟,止11]1

19�2
‘、了了t
、

‘
了t
、户亨了、吸、_ a Z

一 2 ( 落2 一 l ) a ;

_ a 3 a 3

4 (该
2 一 1 ) a ,

a 2 d Z ‘

d s ‘ +
口2 口

( 葱
2 一 1 ) a l

( b ‘_ : + b‘
十 l

)

由该二式解得

b Z
一

瓷
“’ ,

b
企一“ ‘k一 3 , 4

,

⋯

“ 2 一

摆
‘”

1 + “3
) 一。

_ 3 a 1 a a + Za

C 二 = 0

9 6 a 圣

(m = 4
,

5
,

a 3

再由 ( 14 )式得

1

一甲风

g a 一 a 3 一 I Oa

2 4 a l ( 2 2 )

如果只求二阶近似解
,

则只需把 ( 1 0)
、

( 1 8) 及 ( 2 2) 式的结果分别代入 ( 2 )及 ( 12 ) 式
,

于是有

· -

一
, + ·’

会
·’

(合
。。8 2 * 一 ,

)
+ ·‘一 )

。 一甲刃(
, 十鲤

气群一)
+ ·‘一 )

( 2 3 )

( 2 4 )

这与用谐波平衡法
、

Li n ds ted t一Poi nc ar 6 方法及多重尺 度法所得到的结果相符
,

然而求

解过程却简单得多 : 另外
,

如果把前面求到的‘也代人 ( 2 )式
,

则可容易地得到三阶近
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似解
,

而用竺它方法来求
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其繁琐程度是不
,
’

f而喻的
。

。 熊线性正 咀尼系统
一

号虑山方程

忽 + 2刀众二 a , u 半 “
、

” 2 曰 护
一 。

抨制的系统
一

大中附尼的录级设为

夕二 君 2 那

这样假设
,

使阻尼项
一

与立方非线性项具有相同的 欣级

仍将 (2 5
:

式的解设为
。 2 )式

,

但这里应注意到
,

是常数
。

因此
,

各阶谐波系数应设为时间的函数
,

故

(卫5

(2 6 )

由于阻尼的存在
,

振幅和频率不再

盆二二 一 。a o jsin 甲 一 。2

艺 b 、艺。 s in 艺切

一 。“ 艺
e 、‘。 sin ￡切

一
卜。。e o s , + 。’ 艺 b

‘e o s￡p
了 = 2

干 ￡只 艺 亡‘e o s艺尹 + o (。
4
) (2 7 )

式中 。 二 势
.

由于阻尼很小
,

决定了振幅和频率的变化相当缓慢
,

故可 设相应 的二阶

导数等干零
,

即

柱二叭二 己 二必= O

以及设

(2 8 )

(2 9 )

(3 0 )

(3 1 )

枷
以之 尸口 ,

右一 ￡b

君Z a ,

一

￡2 乙

公, 一 ￡e , 1 干 ￡2 0 1 2 +

臼 一 旧 。 + 。。 ) 1 + : Z cl) : 弓

⋯

〔艺二 e
,

2
,

3
,

⋯

于是有
、一 :

!一
。。S ‘· *

一户
2

“。·, ·‘*

一 户
2亡“一 , n ‘,

!
一 。a 。 , 2 c o s 沪 一 : “

艺 b 、艺2 。, Z e o s i沪 一 e 3

艺 e , 12 。 “e o si甲 + o (:
丢
夕

公二 Z f 二 2

将 (2引 ~ (3 {)) 式代人 (2 5 )式
,

得

,一

2 了, 。” a 。。sin 沪 一 2 。(。a l 卜。 2 a 2

)
*。sin 甲 一 。“艺 b : io sin 落尹

书
一

。a 吧a ; 一 。 2 )e o s沪 + ￡ 2

艺
心= 0

b
:

(a : 一 落, 。 2 )e o sf甲 + 。”习 (a
,

才思 0

￡’。 )’
) e e o s￡尹 + 。’a Za ’e o s ’甲 + 。“ a : a 艺 fb

‘e o s (落一 1 )甲

涟
一

。止一 s (‘+ l)* 〕十 ￡ 3a 3
一

(普
。O ·, +

宁
一 5 3 ,

)
十· ‘·

‘

, 一 。

比较
e o sf甲

、 sin 落, 的系数
,

得
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姗洲(34)洲洲(s7)(38)试
2 群￡3 a + 2 已 3 a Z 十 2 ￡ Z a l = 0

一 ￡ 3 b ‘z 坛。 = 0 }
l a , ,

0 0 一 一 下二
_ ““ -

拭饭刁‘ u l

, _ 议 二几
洲

c 。一 O

‘。 一 = O

_ a ,

「
t “ ’ 一 乏云i; }

(Zb
。 + “2

) +

寻
a 3 a 2

b ‘ _ 口 2

2 (1
2 一 1 )

a 2 d Z‘

c ‘
= 一些旦些

~

。
。 、

4 (落
乙 一 1 )

(艺= 2
,

3
,

⋯ )

十

雀碧于
(”卜

1 + “
‘
一 ,

比较 (3 2) 式 中
e
中同次幂的系数

,

可得

口 1 =

口2
=

0

一 声a

b ‘, = 0 (i = 0 , 2
,

3
,

⋯ )

所以

d 一 一 ￡ 2 产a 一 一 户a

积分之
,

得
A

a = a o e 一 拜 ‘

(3 5 )式代人 (3 3 )式
,

得

}

“。

一瓷
·
‘一

’

公

“2 一

念
·
“一会

:

,�0
臼 2 =

1 g a : a 3 一 10 a 呈

寸 a ,
a

八

e 一 2 月 ‘

2 4 a i

式中
a 。为积分常数

。

将 ( 36 ) ~ ( 38 )及 ( 33 )式的结果分别代入 ( 2 )及 ( 2 9) 式的最后

得到该系统的二阶近似解
:

“ = e a o e -

八

尸 ‘e o s
* +

瓷
￡2 ·
‘一众

‘

(合
。。·2 , 一 ‘

)
+ ·‘一 )

。 一了‘
·

(
‘+

丝箭呵
.

一‘·

式中 尹 = 。 。乙+ 刀= 。 t + 刀
。 ,

声。为初相位
。

用本方法所涉及的运算要简单得多
。

公
‘

)
+ 。 ( “

3
,

( 3 9 )

( 4 0 )

这一结果也与其它方法 所得 结果 一致
,

而
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5 强迫振动系统

我们以谐扰 力作用 下的D uf fi n g 系统的主共振情况为例说明之
,

刀一 。若、 斗
一 。耐 一口c o so t ((, )拙 。 。)

控制的系统的共振解
。

由 于是
一

k共振情况 (
‘。匀。

。

)
,

故 可将激励幅值 Q考虑 为 小量
,

励和立方 1卜线性 项在 同一 鼠级 匕相互 作用
。

此外
.

引入解 i片叁 数

“2 (T 2 ,

将 (4 J )式改写为

此十 。孟
“ 一朴 a 。“一 。“q c o s o t

令其稳态解为( 2 )式
,

这里甲二。l 一 尹
.

夕为相位差
。

由于是稳态解
,

数
。

将此解代人 (4 2 )式
,

得

即考虑受 方程

(4l)

可令 口一 。 Z q

使 。
一

。 。

即激

之住 , }

( 东2 )

故谐波 系数均为常

卜
·‘。毖一”

-

卜考
一

a 。3 0 3

4 }
(

一
‘
一

: + 8‘一‘·, · , ,

,

: “ 艺 (艺
2 。 “ 一 。若)b

‘e o s乞甲 一 。“ 艺 (饭
2 。 “ 一 。若)

c *e o s公甲
, 一 2 落 二 2

夸
a 一 a 3 0 0 5 3 , 一 : 3 。。0 5。‘斗

一

。(“
‘
)

!
一

七较同阶谐波
,

可得

nj

几
q曰

七a
3一理一 。 2

) +

4
·

4 )
以ea

。。
�4一 。 “

)
一

}

临肋

: 2 了1 2 0
1 , 2 一 。 苦) b

一

卜。“ 交艺2 0 2 一 。吕) c ‘

{
a 0 3 a 3 0 3 , 一 。

再考虑到
〔。 一 。 。十 。a , 干 : ’, :

.

比较 L式中 “ 同次幂的系数
,

得

J l 一 O

一 2 叮 2 0 0 “

)
。。s : 一 ,

一 2 a 2 。 。·

)
s‘n : 一 。

a a

。J一4‘了.、

旦
a 。 ,

4 4写)

( i 二 1
,

(艺等 3 )

2
.

3
,

⋯ )

2
1
、.口

c i = f)

a

3 2。 若

件由此得到频率响应方程
:

立
a 护

一 2叮 2 。·

)
2 一 。2
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_ 3 a a Z , q
, , 一 二一

—
习二 二

—撼6 〕l) 乙o ) ‘, a

(46 )

。, 2 一 (
‘,。。 + 。 Z a :

)
2 一 。,

若+
旦

。 。 : a Z
士兰

2

夕+ 。(e ;

)
斗 a

(4 7 )

令
。a 一 A

,

可得

。 2 走。
十草

。 A Z
士琴

4
“

任

(4 8 )

“去斗c o s(。卜 y) +
“ A

3

3 2。若
c o s (3 o t 一 3少) (4 9 )

这就是系统 (.4 2) 的三阶近似稳态解
。

这个结果与用其它摄动方法 所得到的 相一致 〔3 〕
,

然而这里的计算却简单得多
。

6 结 论

摄动谐波平衡法具有以下明显的优点
:

l) 不需要预先对解的形式及各阶谐波系数的量级有所 了解
,

无论是 白由振动
,

还

是强迫振动
,

一律将解设为 ( 2 )式
。

欲求几阶近似解
,

就将解取到
“ 的几次方量级

。

这

恰恰是谐波平衡法的致命弱点
。

如果 微分方程中无 偶次非 线性项
,

则 ( 2 )式中无 漂移

项
,

即b。 = “ 。二 O
,

正如我们在 (4 3) 式中所作的那样
。

此外
,

对于非 稳态解
,

诸谐 波系

数应被视为时间的函数
。

2) 方法简便
,

不需要解微分方程
,

只需进行简单的代数运算
,

这就比其 它摄动方

法显得优越 ; 此外
,

在代数运算中所涉及的都是解线性方程
,

这又是谐波平衡法所不及

的
。

如果预先对解的形式及各阶谐波系数的量级有所 了解
,

则该方法显得更为简便
。

例

如可将(4 2) 的解设为

u 二 。a e o s甲 + : 3 乃e o s3 甲 + o (。
‘

) (5 0 )

其 中
〔。 = 。 。 十 。 2 了

,

甲 = 。 t 一 夕

代人 (4 2) 式
,

比较同阶谐波系数和
￡ 同次幂的系数

, _

亿即可得

(导一
2 了。 ·

)
’一“

’

a

32。 后

这就是前面得到的频率响应方程及系数
c 3

.

实际上
,

摄动谐波平衡法的应用不仅限于以上三类问题
,

因此
, 是一种很有前途的

方法
·
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