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机构丈亏动弹性动岁沙学普遍方程的研
:

究

李栋成 金芝英 张启先

(国防科技大学 ) (北 京航空航天大学 )

摘 要 本文首次米用 等参有限单元
,

建立 了一个为一般机构广泛适用 的

运动弹性动力学普遍方程
。

在不附加任何
“

运动学
”
假设的情况下

,

作为 自然

的结果
,

方程的质量阵是正定
、

协调 的常数阵 ; 方程中不存在两 类时变 的非对

称 来数项
,

即所谓 的
“
陀螺阻尼

”

项和
“

离心动 刚度
”
项

。

因此
,

该方程无论

在形式上还是在生成及求解方 面
,

都要较其它同类型方程简单
。

此外
,

基于一

维子参梁单元
,

本文还具体导出 了具有杆状构件 的平面连杆机构的弹性动力学

模型
,

并给出 了一个铰链四杆机构 的算例
。

关键词 机构 ; 运动弹性动 力学
,

普遍方程
,

等参单元
,

儿何不变性

分类号 T H l l Z

引 言

机构运动弹性动力学 ( K E D )模型的建立
,

是一个十分重要的问题 l[J
。

自w j n f er y 在

文献 仁2〕中首次把结构分析中的有限元技术引入机构的运动弹性动力分析中来 之 后
,

国

内外许多研究者都在这 方面作了大量的工作
,

并提出了多种数学模型 2[ 一 6]
。

作为其 中的集大成者
,

文献〔4 ]的方程最具有代表性
:

〔皿 ] {右} + [ c ] {珍} + [尤 ] {刀 } = {口
e x

} 一 [万 ] {右。 } 一 2 [ [万
`

] + f万
。 。 `

]」生右}

一 〔〔M d d ] + 2 [ M d
o e `

] + 〔M
a e 。

] ] {U } ( 1 )

这是一个广泛适用于各种平面及空间机构的运动弹性动力学普遍方程
。

它综合考虑

了机构的多种变形型式及刚弹祸合运动的影响
,

在线弹性有限元分析的范畴内
,

不存在

任何忽略或简化
。

但遗憾的是
,

或许作者太刻意追求方程的
“
普遍

”

适用性
,

因而未能

充分利用某些单元的特殊性质
;
在思想方法上

,

也未能脱 出传统思维模式的案臼 (表现

在构件刚性运动的处理上仍不够 自然 )
,

从而使得该方程尽管适用广泛但未 必 真正 实

用— 因为它实在是过于复杂 了
。

有鉴于此
,

本文试图引入一类新的有限单元— 等参有限单元
,

利用其特有的几何

不变性 (或称空 间的各向同性闭 )
,

并结合机构运动的新式分解
,

导出一个 既 简 洁 适
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用
、

义便于推广的机构运动弹性动力学普遍方程
,

从而达到简化方程
、

方便 求 解 的 目

的
。

1 等参有限单元简介

等参有限单元 ( I so p a r a m et ir c iF in et E ] e m en t) 是在固体力学领域被广泛采 用 的 一

2 . “ 形

登石
!

J
、

l/

~..口

种十分有效的单元闭
,

它具有很多明 显 的

优点
,

详细可参阅有关文献
,

限于篇幅
,

这

里只着重介绍一下等参单元的几何不变性
,

或称空间的各向同性
。

不失一般性
,

考虑一在三维空间中运动

的构件 ￡
,

在其上确定一具有 哪 个节点的等

参 单元体口
,

如图 1 所示

图中
,

局部坐标 系 o
`

X
; Y ; Z : 固接在构

件 7
匕 它与整体坐标系 O X Y z 间的坐 标

变换阵 (即方向余弦阵 0[ 〕 ) 为 【少 ]
,

〔少 ] 是
,

只 丫 3阶的正交阵
。

、
一

`
沪

图 i 在三维空间运动的单元体 幻

单元月内任一点 且
,

在某时刻 云。
,

由于 自身及其它构件的弹性
,

它实际运动到 A
’

点
,

故由 }冬! l , ,
j 知

O 通
`
二 O A 十 A A

`

-
》

o 」 及 o 注
`

分别为 A 点变形前后的位置矢径
,

O A 可由刚性机构运动学预先确定 ;

`

了
为 A 点的弹性变形

。

用 、 R }
,

{R协及汀 ,分别表示
_

。述三个矢量在整体坐标系 o x y z

中的坐标分 向量
,

则有

丁五 `

) 二 {R少十 了} 帜 )

记
,

R动及神
“

}分别为单元口的节点在整体坐标 系 口 X Y Z 中的位置坐标 向量及弹性

变形向量 (维数均为 3m )
,

则由等参单元的定义 8[]
,

有

{ R { 二 I N 〕{ R后} ( 4 a
)

{f } = 〔N ! 泥d e

} (
.

￡b )

其中 〔N 〕是形函数阵
,

对三维等参单元

f N }二 「N
, I 。。

N Z l a 3

… N
二 1 3 3 〕

人
3

为 3双 3阶单位阵
,

N
, ,

N
Z ,

…
,

N 。 均为自然坐标 (
, , 。 ,

灼的函数阁
。

在通常情况下
,

弹性变形都是在局部坐标系 O
`

X
, Y I Z I

中分解的
,

因此
,

若记 {`

及 、 。
·

、分别为石尹及单元节点的弹性变形在局部坐标系 o, x ; y , 2 1

中的分 向量
,

则有

f{ 卜汇叫健
澳

( s a)

{ d
已

} 二 l少 ,
} {夕

c

〕 ( s b )

f犷
_

1
其中 }

脚
一

}
”

`
·

!
为脚

· 3? 阶
酬

角正交阵
·

t 望 J
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对式 ( 4 b )两边同乘 〔 T〕 H (上标 H表示矩阵的转置
,

下同 )
,

有

〔, ]
H { f于= 〔少 ] H

[ N ] { J
e

}“ f T ]
H

[ N
: 1 3:

N
Z I s: … N

二 I。 3 ] {占
。

}

= 「N
l

〔少 〕H N : [ T ]
H… N 。

[ T ]H
] { d

e

}

「T l
“

,

1 T I
` v ` ’ 3 , z v ” 3 “ ”

’

` , ” 3 3 」
}

`

二 _

}
1 0 一少

L T 」

= [ N ] [ T 。 ] H {d
e

} ( 6 a )

故有
:

{ d } = 〔N 」{ g
e

} ( 6b )

式 ( 4 b) 及 ( 6 b) 表明
:

在等参单元中
,

单元的位移分布与坐标系的选择无关
;
即无论

是在整体坐标 系还是在局部坐标系中
,

形函数 [ N ]都是一样的
。

这就是等参单元的几何

不变性
。

由于等参单元的几何不变性
,

因此有可能直接在整体坐标 系下进行单元的位移插值
,

从而避开单元广义坐标与整体 (系统 ) 广义坐标 间的转换
,

使系统方程的推 导 更 为 简

单
。

2 一般机构的弹性动力学普遍方程

具有任意形状构件的一般机构
,

应采用三维等参单元来进行分析
。

先把整个机构离散化
,

从构件 落上取出一等参单元体口
,

参看图 1
.

由上节可知
,

单元体口内任一点 A 的绝对矢径为

{ R
`

} == { R } + { f } = 「N 〕 ( { R名} + {d e

} )

对上式求一次导
,

并注意 I N ]是不随时间变化的函数阵
,

有

{左
`

} = 〔N ] ( {左吕} + {J
e

} )

式中
“ · ”

表示对时间求导
,

下同
。

设单元体口的密度为 P ,

则单元体 口的动能 少
。

为

( 7 )

( 8 )

少一汀
。 。 {”

,

} · {*
,

} ` ·

乡
{`

·

} H
汇M

·

〕{`
·

} + {`
·

}
H〔M

·

: {” ; } +

奋丁
” “下“ f M

“

,`” 吕
( 9 )

式中 〔M
·

卜 {
。 , 。N : H oN : `一 J!

1

丁:
1

了{
, , 。、 : · 。N : d· t ( , )`

· ` · ` ·
,

它为单 元 体。 的

质量阵 ; de t ( J )为雅可比阵 〔J l的行列式

、.
.

n
, .ù气了

、

, .硬.......̀..11!

X
, ,

Y
, ,

2
. ,

.

X
, 二

X
,

Y
, ,

Y
,

·

! {
工

!

X
Z

… X
拼

! {
!
一

}
了 ! 了 2 ”

’

Y
,·

}}
」 Lz

1 2 2
’

~ z 饥

jJ

N
l ,

N
:

.

卉
。

N
-

N
。

刀 二

N
I ,

N
Z

, ,

rl.es
ee
..L

一一
1

.1

J
r̀Les

其 中
“ , ”

表示求偏导
,

下同
。
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三
一

脚
“

为单元节点 艺的刚性位置坐标 ;随着单元体 口在整 体 弓

é

{
也将随之发生变化

,

因此 I J 〕是随时间变化 的 函 数 阵

V飞声
」

、y
.

Z

:,l
,

!
:

:

匀; 系 O X 丁 Z 中的子石 功

但可以证明
:

尽升 { I ,是随时间变化的
,

其行列式 d et ( J )却与时间无关
,

它只决定于 自

然坐标 f , , 、 ,

幻 证明可参看附录 A
.

由此可知
:

{万
“

! 是一正定
、

协调的常数阵
,

进一步把「M
e

〕展开
,

还有

( 1 1 )

一

11!
.
.1

仍邢玛

V
“

〕

M 贯

万盆

M益
;

M敲 M晨

、 中 ! , :
/

卜仃…
:

J
一

;

{
` ; 。 N

公

N
,` e“ J )` · ` · “ )

/ ` 3 3 ,

(￡
,

J = z , 2
,

…
,

。
`

已为一 3

、 3阶对角阵
,

故由
_

L节可知

〔M
e

] 二 〔少 .
j [万

.

] [少
。 JH

此式表明
:
等参单元的质量阵在各个坐标系中的表示都是一样的 ,

标系方位的选择
。

单元体 口的弹性势能 I
。

为
:

( 1 2 )

即它不依赖于坐

I一合“
·

}
“ 〔 K

`

,“
“

) ( 1 3 )

匙K
e

}为 g 在整体坐标系 O X Y Z 中的刚度阵
,

它可以这样计算
:

先根据等参单元的

几何不变性
,

计算出月在局部坐标系 O `

X
: Y I

Z :
中的刚度阵汇K 后]

,

然后由虚功原 理
,

把它转化到整体坐标 系 O X Y z 中来
,

这样

I K
e

l = 「少 。
] [ K 名l [少

。 〕H ( 〕4 )

K 刹为一半正定的常数阵
,

其具体推导可看文献〔8 1
。

下面计算广义力 尸
e
飞

。

设单元体 口上分布有体力 {口
e

}
,

外表面力 {功
“

}及外集 中 力

F 乍 (艺
·

1
,

2
, `

二 L 0
.

由于单元体最后还要进行拼装
,

因而单元与单元之间的相 互 作

用力可不必计算圈
,

由虚功原理
,

有

”

一 J
。 。刃 }

1了
{。

·

} d· +

I 〔N } H
{功

e

} d A + 艺 [ N ]乍{ F 穿}

、N :
· { Q

·

} d·` ( J ,` · ` · ` · 十

I{
,

工{
1

〔N :
· {` · 、了诫瓦

` · ` ·两

!
五

fJ
月

!
é

X !万 l梦{F 穿} ( 1 5 )

其中
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{
“

一 X
,

, + r
,

草十 z
,

攀

4
“

一 X
,

若十 Y
,

呈+ z
,

’

t
a , : = X

, ,

X
, :

+ Y
, ,

Y
, :

+ Z
, ,

z
, ,

( 1 6 )

〔N ]
`

为在集中力作用点 云处计算的形函数
。

由拉氏方程
飘箫)

一

籍
十

恶
一 ` ,

`

} 将式 ( 9 )~ ( 1 5 )代入
,

有

[万
`

] {占
e

} + 〔尤
e

] {“ } = { p
e

} 一 〔万
e

l {左名} ( 17 )

此即为单元体 口在整体坐标系 O X Y Z 中的弹性动力学方程
。

对构件 艺
,

假定其上有 澎 个单元
,

m `
个节点

,

其总的广义坐标向量记 为 {夕于; 由

于同一构件上单元之间的协调性及相容性 自然满足
,

故可按一般的有限元拼装技术生成

构件 云的弹性动力学方程

〔万
`

] {占
`

} + 〔兀
`

] {d `
} = { p `

}
一

[ M
`

〕{左毛} ( 1 8 )

其中〔M
`

]为正定
、

协调的常数阵
,

〔K
`

]为半正定的时变阵
;
若 记 【T 门为 由 叨 `

个 〔T ]

阵组成的 3扭 ` 义 3仍
`
阶准对角正交阵

,

则还有

[形
`

} = 〔T `

]〔M
`

」〔T `
] H

【K
`

】= [ T
`

】〔K 毛] [ T
`

l
,,

其中 〔K 孟]为构件 落的局部刚度阵
,

它是一半正定的常数阵
。

假定整个机构有
n 个构件

,

由于所有单元的广义坐标都是在 同 一 个 整 体 坐 标 系

O X Y Z 中度量的
,

因而构件间广义坐标的相容性 自然满足
; 同时

,

构件之间的运 动 付

联接
,

也保证了联结节点上的位移协调
,

故可得系统的弹性动力学方程为

[万 ] { J } + [尤 ] { J } = { p }
一 〔万 ] {左

。
} ( 29 )

引入结构阻尼 (一般由实验确定 〔“一 5 )] 后
,

机构系统完整的动力学方程为

[万 } { J卜 〔c J {占} + 〔K ] {` } = { p }
一 「M ] {左。 } ( 2 0 )

此即为一般机构的运动弹性动力学普遍方程
,

式中

〔M ]为正定
、

协调的常数阵 ; 〔C l为引入的结构阻尼阵
, 「K I为随机构位形变化 的半正

定阵 ; {鲜 为系统的广义坐标列向量 ; {尸 }为系统的广义节点力 ; {斤。 }为系统节点的刚性

加速度列向量
。

3 平面杆状机构的运动弹性动力学普遍方程

杆状构件一般都作为梁来考虑 l[ 0] ,

由于梁是一维的
,

故可采用一维等参梁单 元 来

进行分析
。

以平面机构为例 (空间机构 稍 为 复 杂

些
,

限于篇幅
,

这里不加讨论
,

请参阅「7 1)
。

从第 艺个构件上取出一直梁单元甜
,

单元节

点数为机
,

如图 2 所示
。

在整体坐标系 口 X Y 中
,

梁单元任一截

面 A 一 A 的方位可由三 个分量来确定
,

即质
心坐标 {王下及截面法线与 x 轴的夹角 。

.

考
L , J

图 2 作平面一般运动的染 几
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虑到梁存在较大的剪切变形
,

因此其变形也可视为三 个独立的广义坐标
:

质 心 线 位 移

{ 移

{ ,
、 创

{
,

, } 一

}
:

: }
; · 样

,

由等参单元的定义 〔1。〕 ,

“

J t 势 j

劣梦0
诊

l
了
声、 万I

l

ll
J

一一凡己

不R 干一〔N } { R孟}
,

{ f ) 二 [ N ] {d
巴

}

砚 急
, 一

夕
一

及〔N 〕的意义同前
。

不过在这里形函数阵 t N l中的 N ,

是自然坐标
, 的函数

。

仿上节推导
,

可得梁单元口的弹性动力学方程为

红万
“

〕 J
已

飞+ 〔K
`

] { J
e

}二 { p “

}
一
走M ] {左言}

N
Z ,

…
,

N 。 只

2 1 )

尹d
ó

、 .户

J哎企和edN
厂tL

, ...万.....Jr
一 _

}
”

毛’
`

{ 一 J
·

t “ 1
“

{

O

P A

0

0

O

J 且}
土

一 ,!
,

!
一
{

P A

0

0

P A

O

0

J A

落中 户且
,

J 段 分别为梁单元截面的分布质量及分布转动 惯量
; d et ( J ) 一

、 /
~

了万下
,

瓦下二

常数
,

故 i M
`

〕是一正定协调的常数阵
。

, ....
.且....J

O
ófl. .上c 0 S O

S i n o

0

一 S i fl s

e 0 S O 它是局部坐标 O
’

X
: Y :

与整体坐标 O X Y 间的坐标

r

!
.̀.....L

一一
少己

、
飞F

变换阵
。

叭
,

!定义同前
,

则还有

l万
。

鹰= 〔尹
, ,`

了走刃
“

J〔少二了
H ,

〔K
”

了= f少
。 J工K 吕〕〔T 。 〕H

: 人 们为梁单元户的局部刚度阵
,

它是一半正定的常数阵 (参阅文献 f 7了)
〔 ,

由于所有单元的广义坐标的相容性 自然满足
; 同一构件上单元的协调性全部满足

;

两两以转动付相联的构件间线位移协调
、

转角独立
.

故可采用一般的有限元拼 装技术
,

绩后生成平面连杆机构的运动弹性动力学方程为

!万 〕
一

占 卜 玄̀ 〕洁 } 十 f K 〕协不二 p 飞一 {M ( 左
。 ) 口 2 。

式中各项意义 同前
,

不再赘述
。

作为应川
, 一

下面给出 一铰链四杆机构的算例 (取 自文献 汇3〕)
。

如图 3
,

已知曲柄 L , 。
= 0

.

3 0 4 8 m
,

连 杆 L , 。 = 0
.

9 14 4 m
,

摇 杆 L 。 。
= o

.

7 6 2 m
,

机

架 L , 。 一 0
.

9 14 4 m ;
构件材料均为铝合金

,

密度 p / 2
.

7 9 6 又 1沪 k g /m
“ ,

弹性 模 量 E =

7
,

。 3 、 l 。 ` ” N / m
Z ,

剪切弹性模量 G 二 2
.

7 12
义 1 0 ` “ N / m

Z ; 各杆件截面均为 2
.

54 欠 2
.

.5I c m 2

灼正方形
,

摇杆输出轴带有一转动惯量为 8
.

0 65
又 10

一 Z k g
·

m Z 的飞轮
,

曲柄以匀角速 度

。 二 6 0 0 r p m 转动
。

把侮根杆件当作一奎二瑰等参梁单元
,

由此得到 一广义坐标数 为 18 的机构运 动 弹

性动力学方程 ; 采用 加权余量法在 M C 6 8 0 0 机上进行计算
,

最后得 出
’

了摇杆中点 尸外侧

的衡曲应力在机构运转一周的变化曲线
,

见图 4 (具体参见文献 L7」)
。

司
一

文献 〔3 」及文献 〔创洁果相比较
,

可清楚地看出
,

三者的曲线都很接近
,

从而证明

f 本 文的
l

叮行性及正确性
。
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4结 论

本文所建立的机构运动弹性动力学普遍方程 ( 20) 及 ( 22)同 目前所有其它同类型方程

相 比
,

具有如下优点
:

1
.

方程质量阵 〔M I是正定
、

协调的常数阵
。

2
.

方程中不存在两类时变的非对 称 系 数 项—
“

陀螺 阻 尼 项
”

( G yr os co iP
。

D a , n p i n g T e r m ) 和
“

离心动刚度项
”

( C e n t r i f u g a l s t i f f n e s s T e r m ) [6〕
.

3
.

方程形式简洁
,

便于生成
、

求解
。

此外
,

该方程还特别适宜采用现有的有限元程序库去分析大型复杂的机械系统
。

有

关这方面的问题拟 另文介绍
,

这里不再详述
。

-7
.

,

图 3 铰链四杆机构 图 4 摇杆中点外侧弯曲应力

[ 1 〕

[ 2 〕

[ 3 〕

[ 4 〕

[ 5 〕

[ 6 〕

[ 7 ]

[ 8 〕
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同理
:

IB }二 {C } 二 , A l二 o

故 三( d e t邸 ) )一 。
,

因而
:

de t (
.

, )是不随时间变化的函数
,

它仅依赖 于 自然 坐 标
肠`

( 尹
, s , : )

.
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