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马尔可夫链最优停止的值函数
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摘 要 本文讨论了时间无限的马尔可夫链的最优停止问题
。

对于无限状态情况
,

给出

了其最优停止变量以及值函数存在的一个充分条件 . 对于有限状态情况
,

这个充分条件以及

问题的计算等价于解一个线性规划问题
。

关扭词 马尔可夫链
,

停止变量
,

不动点
,

线性规划

分类号 0 2 1 1
.

62

有关马尔可夫链的最优停止理论
,

文 【l] 进行了比较抽象的描述和理论上的 研 究
。

本文研究的马尔可夫链的最优停止向题
,

就是一个借助于马尔可夫链来描述抉态变化的

随机动态系统
,

在每个时刻和不同的状态
,

决策人可以得到一个相应的支付
,

问题是决

策人按什么样的规则来停止
,

使得其总期望收益为最大
。

作者是从一个较具体的模型来

考虑的
。

本文考虑的最优停止问题是时间无限的情况
。

首先
,

定义了马尔可夫链的最优停止

问题的值函数
,

它是从每个状态作为初始状态出发
,

按其最优停止法则来停止所得到的

最大期望收益
。

结果表明
,

它实际上是某个算子的一个不动点
。

从而
,

作者对无限状态

的最优停止向题给出了值函数的存在的一个充分条件
。

对于有限状态的情况
,

作者对这

个算子的不动点的存在性进行 了进一步的分析
,

结果表明
,

它等价于一个线性规划的解

的存在性
,

而且这个不动点就是相应线性规划的最优解
,

因此
,

同时也就给出了一个计

算的方法
。

1 问题和定义

设系统的状态空间 泞 = {1
,

2
,

⋯} , 状态转移概率矩阵 尸 二 (扒 , )
,

石
,

je s
.

f
,

g 均为

定义在召上的一致有界的实函数
,

称为支付函数
。

考虑离散时间的情 况
,

时 间 集 T =

{O
, l

,

2 ,

⋯}
.

一个离散时间马尔可夫链的最优停止问题可以描述如下
:

在时刻 t
,

系统

处于状态 J
,

决策人可以考虑是否停止
。

如果停止
,

则在状态了所得到的支付为g (力
,

如果不停止
,

支付为 了(j)
,

然后系统的状态按概率几
。
转移到下一时刻 t + 1 的状态 k

.
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对时刻 t十 1 和状态 k 重复上述步骤
。

设决策人对系统的初始状态
、

转移规律以及 支 付

函数都是已知的
,

问题是按什么样的规则来停止而使得其总的期望支付 达 到 最 大
。

从

〔3 ] 可知
,

存在一个概率空间 (口
,

了
,

尸,

) (尸
,

表示在系统开始位于状态 f 的条件下的

概率)
,

以及其上的一个马尔可夫链 {
: ‘ ,

艺任 T }
,

且 尸是它的转移概率矩阵
。

由于状态转移规律和支付都是已知的
,

所以决策人只能按系统从一开始到目前的所

有抉态的历史样本来决定停否
。

设了
‘二 a {

: 。 , : : ,

⋯
, : ‘

}
, t任 T 是 由 : 。 , : , ,

⋯
, : ‘

生 成

的 。 代数
,

设 , 是 (口
,

了
,

尸 ,

) 中的一个关于少
: ,

艺任T 的停止变量 (可以取值 + “ )
.

如果决策人采用停止变量
, ,

则总期望支付为

J “· , 一 E ‘

{属
‘(二) + , (·

r

)‘(· < 十

一

} (1 )

其中 E
‘

(
·

)表示在概率测度 尸,

下的期望; I 《
. )
表示集(

·

)的示性函数
。

令

」‘ = 行
: 尸 ,

(:
< + co )二 1 , J ,

(约存在且有限}

定义 如果存在停止变量 丁 ,

使得

J
‘

(了) = su pJ
‘

(a )
口 C 」‘

则称 , 为所给马尔可夫链的停止问题 (关于初始状态 感) 的最优停止变量 , 如果J ‘

(T)

还是有限的
,

则称所给马尔 可夫链的最优停止问题 (关于初始状态 坛) 的值存在
,

值为

J
‘

(钓 , 如果对每个 ￡任S ,

所给马尔可夫链 的最优停止问题的值存在
,

则称它的值函 数

存在
。

无限状态情况

设 B (S )二 {。(
·

)
: , (

·

)是 S 上的实函数
,

且 !!
。
}卜

s
即 !

: (玄)! < + co }
味e s

引理 1 (i) 对任何 。任 B (S )以及任何 刀任(0
,

1 )
,

成立

S任
:f

、..
.

1,。(‘)一 忍
‘

{艺 夕
.

(赵(名
,

) - 声艺 . (J)尹
: 。 , , )

了C S

(i i) 对任何 。任 B (S )
,

任何 声任(0
,

l) 以及任意停止变量 了 ,

成立

刀‘

{声
, 。(: ,

)I (, < 、 . )}

艺 刀叹‘(之
。

) - 刀艺 。

j e 习

(, ) , 二
, , )‘(一

十

一

}
,

‘。“.r
万咤.‘

E一一

艺 声
”

(。(名
,

) 一 声习
忍 (夕)尹

z : , , )
j C S

r

l
、

E、夕
」了.、

证明

艺 声
”

(“(名
。

) 一
刀E (。(z , , ;

)!
之二

))
矛

l
rl.‘

E一一

、.、
.
.产

、,
J

伟
Z

一 E !

{息
, 二(二

小
E ‘

{习 夕
.

E (。(: 。 、 : )!

= 。(葱) + 习 声
招

E ‘(”(z
。

)) 一 艺 夕
” 干 ’E (” (z

。 十 , ))
几 = 1

= “(落)
,

艺任S



第 1期 谷建湘
:

马尔可夫链最优停止的值函教

(11) F , 、(名)叠
。(落) 一

双习
。(J)尹

‘, ,

艺任召
j C S

根据强马尔可夫性以及 (i) 的结论
,

有

: ‘

丁呈夕
·

(
。 (: ”

) 一
夕艺

。 (j)夕
z 二 , ,

j e s )
‘(

一}
下

习 夕
”
F , u (:

。十 ,

)I (, < + . )
夕

了J.、.‘

.
..E

一 E ,

{
,

·

E

(息
,

·

F , ·(二
、 ·

,‘二
·

)
‘(二

、
一

}
一 E

!

{
”
·

,
· ,

(艺 声
n F , : (: 。

))
‘(

一
)

}
二 E

‘

{刀
了u (:

,

)I(, < + . )
}

, 落任习 (证毕)

引人一个 B (S )到 B (S )上的算子如下
:

少。(‘) = m ax (g (云)
,

f(公) + 艺 。(夕)尹
‘, )

,
感任S

J母习

关于马尔可夫链的最优停止问题的值的存在性
,

有如下定理
:

定理 1 设算子 T 存在不动点 沙任B 渭 )
,

即存在
。 e B (S )

,

有
”(‘)一 m a x (, (‘)

,

f(‘) +

屠
。”(夕) , ‘, )

,

‘任“
.

(2 )

记 C 二 {‘
: , (云) = 夕“)

,
云任 S }

,

定义

了= in f{
,
> 0 : 名。任C } (3 )

(若等式右边集合为空集
,

则 T 二 + oo )
,

有 E ‘(力 < + co
,

则所给马尔可夫链的 最 优

停止问题的值存在
,

且等于
, (O

,

由(3) 式定义的 丫 是一个 (关于初始状 态 ‘的) 最 优

停止变量
。

证明 瑞叠m in(
丁,

哪)
, 仇 = 1

, 2
, ·

⋯ 由引理 1 的(i )有

” (‘’一 E ‘

{
一“

{

习 刀
。

(。(z
。

) 一 刀习
”(j)尹

: , ,

, )

, 价一 1

艺 声叹公(名
,

) 一声

j e 习

名 秒

j盯S

尹: , . J

+ : ,

{息声
”

(, (:
。

) 一
刀艺

” (j)尹
: 。. , )

由弓1理 l 的 (11)
,

根据上式
,

有

。(‘) 一忍
‘

{
了 份一 1

习 口
”

(公(z 。

) 一 夕艺
”(j)尹

: , , , ) }
+ E ‘{”

! 。 ·‘一 , , “ ,

在 (4) 式中令 声, 1 一 ,

得到
:

秒 (玄) = 刃 (, (: ,

) 一 艺
j C

刀(梦)夕
: 。 , , )

夕

由 二 的定义
,

在样本集(:
> 幻上

,

有
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。(: ,

) = f(
: ,

) + 艺 。(j)尹
: 。 , ,

JC 刃

(a
.

5 .

成立 )

”(: 二

) 一 习 ”(J冲
: , , = f(

: 。

) (a
.

s .

成立)
(6 )

将 (6 )式代入(5 )式
,

得
:

”“’一 E
‘

{
兮价一i

艺 f(:
。

) + ”(z , , ) 哪= l ,
2

, ”
‘

(7 )

、.、百.J、、.户了

, (: 。

) + ·(⋯)

}
一 E

‘

{
‘(

一(艺 f(
z ,

) + , (:
,

)
协= 0

砂艺间r.J
、
.气

E

+ “ !

!
‘(· : 。。 》

(艺 f (之
,

) + 秒(名二) m = 1
,

2
,
”

’ (8 )
、..
.
.J、,,了

令 m , + co
,

并注意到 E ‘

(钓< + co 以及
, 、

了均属于 B (S )
,

由(7) 和 (8) 式
,

得
”
“, 一 E

‘

!艺 f(z
,

) + ”(: ,

)

由 , 的定义
,

以奋) = g (毛)
,

(a
.

s
.

成立 )所以

, (‘)一。‘

{习 f(
: 。

) + g (:
二 )

}
一J “· ,

另一方面
,

对任意给定的停止变量 , e 」
‘,

从 (4) 式得到
:

·(‘卜 :
‘

!暮
‘

(·(二卜 恿
·(, ) , ·。

,

,

小
“ {

·(·
。 。

)}

由 (2 )式
,

刀(名) 一 艺
jC

”(j)夕
‘, > f(艺)

,

艺任 S

”(苏)> g (葱)
,

将 (1 1 )
、

(12 )式代入 (1 0 )式
,

得
:

任 S

”“, > E ‘

{
『 仍一 I

艺 f(:
。

) + g (“
。 。

)

注意到 a e 」
‘ ,

在 (13) 式中令 m , 十 co
,

得到
:

·“, > E
!

{试
, (二) + 。(二)

}
根据 (9 )

、

(1 4 )式
,

有
·

I , (了) = s

un. I ‘

(a )

(9 )

(1 0 )

(1 1 )

(1 2 )

(1 3 )

(1 4 )

(证毕)

引理 2 设 h“)是 B (S )中的元素
,

C是 S 中的子集
,

记 刃= S 一 C
.

如 果 刃是 一

个非空的有限子集
,

且矩阵 I 一 P (其中 I 为单位方阵) 中对应于 刃 的行和列的主子 式

非零
,

则算子L : L u( 勺= h( i) + 艺
j C己

任何 u 任 B (S )
,

有 ” 二 lim L
n u ,

其中

证明 由假设
,

线性方程组 为

u (J)尹
‘, ,

艺任 S 存在唯一的不动 点 ”任 B (S )
,

且 对

L
”

二 L (L
” 一 ‘

)
, 几 二 2 , 3

, ·

⋯

艺 劣伊
, , = h“)

,

‘呀刃有唯一解
公“)

,

f任刃
,

而对
J C C
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任C
,

令
, (葱)二 h (云) + 习 ”(J)尹

‘, ,

j e 云

引入算子 L ,
,

O< 声< l : L , 。(感)

于是成立 L 秒 = 秒 , 秒 e B (S )
.

二无(i) + 刀习 林(J冲
‘, ,

i任 S ,

易知 L , 是 B (S )上的
j e 西

压缩算子
,

所以存在唯一的不动点 今 任 B (S )
,

且对任何
。任 B (S )

,

有 与(分= 1如L ;叮幻
.

另外容易验证在 口 上
,

当 声, 1
一

时 勺(O 一致收敛于 叮O
,

又对每个给 定 的 。 , L ; ,

L ”

(夕‘ l一

)
,

从而 ”(云) = lim L
。 “(云)

.

(证毕 )

引理 3 设 C g s
,

口= 8 一 C 为有限集
,

如果 口铸功
,

且I 一 尸中对应于 刃的主子式

不为零
,

定义
: = inf {

。> o : “,

任C }
,

则 E
‘

(钓< + co
,

对任何沁 5
.

证明 记 声‘= E ‘(钓
,
‘任刃

.

从 刃 中出发
,

在每下一步
,

如果状态转移到 C 中
,

则

平均转移时间加一后
,

转移停止
; 如果状态转移到 刃 中

,

则平均转移时间 加 一
,

然 后

加上在从 刃中出发的条件下进入 C 的平均时间
,

从而

群‘二 l + 艺 0
·

尹‘, + 习 井J尹‘, = 1 + 艺 拜, 尹
‘, ,

i任刃
.

jC 万 j C云

因上述方程组的解 声‘ , ‘任口唯一存在
,

故 脚< + co
,

‘任口
.

(证毕 )

根据定理 1 和引理 3
,

立即得到
:

定理 2 如果算子 T 存在不动点
v 任 B (S )

,

而且刃= {￡
: 。(￡)> 夕(￡)

,

‘e 习}是一个

非空的有限集
,

它对应于 I 一 P 中的主子式不为零
,

则所给马尔可夫链的最优停止问 题

的值函数存在
,

且等于
刀 ,

最优停止变量之一有方程 (3) 的形式
。

3 有限状态情况

本节考虑状态空间 S 为有限集的情况
。

设算子全的不动点
,
存在

,

即 (2) 式 成 立
。

记 C = {‘
:

叮心= g (勺
,
‘任S }

,

口为非空集且对应于 I 一 p 中的主子式不为零
。

则

、.卜.矛
工CC任任

.抽山.舟‘

.
。

,.
.
‘‘

尹
, (艺) = f(石) + 习 ”

jC 泞

刀(落)二 g (名)
,

w ‘

垒 ”(该) 一 g (葱)
,

h‘垒 f(落)
一 g (云) +

(15 )

记

艺 g (j)p
‘, ,

jC S

艺任 S

艺任 8

代入方程 (1 5)
,

得到

w ‘二 h‘+ 艺 w , , ‘j ,

‘任刃
jC乙

w ‘

> 0
,

w ‘= 0 ,

任C

任 C } (1 6 )

并由(2) 式
,

有

w ‘= m a x (0
,

h‘+ 名 w , p‘, )
, 落任S

定义算子 L 如下
:

对 : 任 B (S )
,

L ” (艺) = h ‘+

恩
“ (j)p

‘, , i任 8

对任何使下面不等式成立的{
z ‘ ,

ie s }
:
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有

由归纳法容易证明
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劣‘

> m a x (0
,

h
‘+ 艺 劣, 夕‘, )

, 石任 S
J e B

xi > L武 O 以及 xi > O
,

名任 S

石、(‘)《劣‘ ,

云e 习
, , = z

,

2
, ·

⋯ 因此由引理 2

幼 ‘= lim L
”
劣(云)簇劣‘ , ‘任口

另外

w ‘= 0( 劣。
,

云任C

如果 C = 功
,

同样也有 w ‘= O《劣‘,

艺任 5
.

从而对任何满足条件

, ,

> m a x (g (艺)
,

f(云) + 艺 梦, p ‘, )
,

云任习
了C 召

的 {夕
‘ ,

葱任S 了
,

有

”(‘)( 梦‘
,

云任习

这表明
:

(i )满足条件
“

乙对应于 I 一 尸 中的主子式不为零 (若 刃今们
”

的 T 的不 动 点

v 是唯一的 ; (11) {
。(艺)

,

落任S }是如下线性规划的唯一解
:

m in 艺 夕,

jC S

梦
‘ 一 艺 梦,尹, J> f(艺)

,

JC S

梦
‘

> g (艺)
, 云任 8

实际上
,

上述结论反之亦真
。

为此先证明

引理 4 设 ,
阶方阵 Q = (q

‘, )满 足 q ‘, > 0 ,

艺任习 (1 7 )

艺 q
‘, 《 l

夕= 1

乞
,

J = 1
,

2
,

⋯
, : ,

而 且 I 一

Q 是奇异矩阵
,

那么齐次线性方程组 (I 一 口) : = 0 有非负的
、

非零向量解
。

证明 对阶数
: 用归纳法

。

当 , = 1 时结论显然成立
,

假设阶数 为
。 一 1 时 结 论 亦

真
,

下面对阶数
。 证明

。

设

I。 一 口=

I
。 一 ; 一

奋
一 b

T

l 一 q 。。

式中 O为口的左上角的
忍 一 1 阶主子矩阵 , I *

表示 k 阶单位阵 , 。 ,

b 为相应的 忍 一 1 阶列

向量
,

所以非负
。

不妨设 夕垒 1 一 外
。

> O (若 I
, 一口的主对角线上有不为零的元素

,

则对

行和列作对称的初等变换即可调到右下角
,

这样作后
,

对下面证明 并 无 影 响 , 若 I
。 -

心的主对角线上都为零
,

则 I
。
一口= o

,

这时结论不证已明)
。

对 I
, 一 口作列的 初 等 变

换
,

有

I
, _ : 一

口
一 b T }!九

:

习
一

{
几

-
一 Q 一 尹

一 ’a b
,

0
(1 8 )

下面考虑
。 一 1 阶矩阵。十 :

一 , 。犷
.

显然它的每个元素非负
。

因 ; 一 1 一 。
。 n

) 笼
, , , , ,

所
J = 1

协 一 1

以 0 《夕
一 ‘

’

三
q
· , 《 ‘

,

又 “一 汇q
· 1 ,

q
· 2 ,

一 q
一

1

]
, ,

得到 “《夕
一 ’b , 古( ‘

,

其中古一 [ , ,

,

⋯
,

1]
了 ,

于是

(口
一

、夕
一 ’

ab
,

)古= (母十
。尹

一‘b 矛

)古( O君十
a < 古
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其中最后不等式的成立是因为
a = 【q

, 。 ,
一

叭
, ,

⋯
,

q ”一 :
, ”

]
r

.

此不等式表明 口+ 夕一 ’a犷 的每

行元素之和不超过 1
.

另外 由(1 8) 式
,

行列式 11
。一 ; 一

O
一 护

一 ’a 犷} = 0
.

由归纳法假设
,

存在非负的
、

非零向量 妒
” 一 ‘’使得 (I

。一 , 一 O
一夕

一 ’a b
犷

)了
” 一” = 0

.

令
。 阶向量

劣 (” 一 1 )

护
一 i

b , 劣(” 一 1 ) }
公 (几 一 1 )

户

l
...J,.....JI , 一 1 0

夕一 1
b T I

.r....砚r1..se

.
L

一一一一

则 牙是非负的
、

非零向量
,

而且从 (1 5 )和 (1 9 )两式便知 (I
。 一 Q )￡= 0

.

(1 9 )

(证毕)

引理 5 设状态空间 S 为有限集
,

转移概率矩阵 尸二 (尹
i

刀
,

则算子 T 存 在 不 动 点
。 ,

同时 口二 {￡
:

叮 i) > g (‘)
,

￡任 S }对应于矩阵 I 一 尸 中的主子式 不 为 零 (若 口今价)

的充要条件是线性规划 (1 7) 式有最优解
。

而且线性规划(1 7) 式的最优解就是 T 的不动点

刀 。

证明 必要性前面已经证明
,

下面证充分性成立
。

设 {
, ‘,

‘任 S }是线性规 划 (1 7) 式

的一个最优解
,

必有
” ‘= m a x (g (i)

,

f (名) + 艺 。‘尹、, )
,

乞任 S (2 0 )
J C S

若不然
,

存在 无e s
,

使得
”,

> 翔
a x (g (葱)

,

f(石) + 习 : , 尹‘, )
.

了C S

记 d垒
公。 一 tn a x (g “)

,

f“) + 艺 ”, P‘, )
,

定义

,
: =

v ‘ ,

坛e s 且 落共k
, 。
二=

。。 一 d

2 ,

: = , ‘> m a x (g (落)
,

f(落) + 习 , ,尹‘, )
j C 刀

> m a x (g (苏)
,

= m a x (g (落)
,

f(落) + 艺 , , p ‘, + (”。 一 d )p
‘。)

j毕 奋

f(落) + 艺 。
二尹

‘, )
,

‘铸 k
j C S

。
孟=

。‘一 d =
ma

x (g (艺)
,

f(￡) +

> m a x (g (落)
,

f(落) + 习
j C

摺
公, 尹‘, )

,

二p
‘, )

但 习玛< 艺 , , ,

此与假设 {叭
,

公任 S }为最优解矛盾
。

因此(2 0) 式成立
。

jC 召 j C 召

另外
,

必存在 S 的一个非空子集 C
,

使得
妙‘= g( ‘)

,

落任 C
.

如若不然
,

对 所 有 沁
S

,

有
, ‘= f(‘) + 艺 , , , ‘,

> 夕(‘)
j C 召

记 d = m in (, ‘ 一 g “))
,

定义
,
二=

。 ‘一 d
, 云e s

= v ‘ 一 J = f(艺) + 艺 , , 夕‘, 一 J = f (‘) + 习 (, , 一 d )尹
‘,

少C 泞 j任8

= f(幻十 艺 可夕
, , ,

艺e 况
j e 召
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又 , 厂> g (落)
,

i任 S
,

因此 {
。
{

,

云任习}是一个可行解
,

但 艺妈< 万 , , ,

此与假设矛盾
。

j C S 了C S

记 C = {葱: 。 ‘= 夕“)
, 云任S }

,

因此 C 是非空集
。

如果 O = S ,

则结论显然成立 , 如果 C铸 S
,

可以证明 刃= 习 一 C 所对应于 矩 阵 I -

p 中的主子式不为零
。

仍由反证法证明
。

事实上
,

如果 刃 对应于 I 一 p 中 的 主 子 矩 阵

I 一户 (这里的 I 与 户同阶)
,

有行列式 11 一
月 = 0

,

由引理 4
,

存在非负的
、

非零向量

d
,

使得

(I 一户)d 二 0 (2 1 )

并选取这样的 d
,

使得 m a x J
‘= m in 加 , 一 g (‘))

,

定义
‘C万

。
二=

, ‘ 一占
‘,

‘任口; ”
畜= g (艺)

,

云任C

对每个 落任 口
,

由(2 1) 式
,

,
; = 。 ‘ 一 d ‘= f(‘) + 艺

j C S

刀j夕
‘, 一 习 d , P

‘,

j 6 万

= f( O 十 习
j e C

g (J)尹
‘, + 艺 (。 , 一 占, )尹

‘, = f(艺) + 艺 。
二尹

* ,

jC万

、

对每个 i任 C

妙 : = g (i)> f (云) + 习 刀, 尹‘,

> f(艺) + 艺
J C S

, ‘尹‘J 一 艺 d , 尹‘, 二f(云) + 艺 ,

; 尹
‘,

e S

另外
,

对每个 ‘任 S
,

总有叫 > g( i)
.

而且 艺 心< 艺 ”, ,

与假设矛盾
。

j e 名 jC 吕

综上所述
,

对于线性规划(17 )式的任何一个最优解{
”‘ ,

i任 S }
,

成立

。 ‘= m a x (g (i)
,

f (苏) + 艺 , ,尹‘, )
,

艺任 S
J C S

而且 C 不空
,

口所对应于 I 一 尸 中的主子式不为零 (若 刃铸们
,

则充分性成立
。

又因算

子 少满足这样条件的不动点 , 是唯一的
,

所以线性规划 (1 7) 式的最优解是唯一的
,

故线

性规划 (17 )式的最优解也是算子 T 的这样的不动点
。

(证毕 )

下面的定理 3 对于有限状态的马尔可夫链的最优停止问题
,

甚至对于某些无限状态

的情况
,

提供了一个可行的计算方法
。

定理 3 设抉态空间 S 为有限集
,

转移概率矩阵 尸二 (尹
, , )

.

如果线性规 划 (17 ) 式

有最优解
,

则所给马尔可夫链最优停止问题的值函数 州幼
,

艺e s 存在
,

并等于线性规划

(1 7) 式的最优解 , 最优停止变量之一为
:

: = in f{
。> 0 : z 二

任 C }

式中 C 二 {‘
:

可勺= g( 匀
, 艺任 S }

,

而且最优停止变量
, 的期望 值 E ‘(钓< + oo

,

i任 8
,

并计算如下
:

当 ie C 时
,

E ‘

(r) 二叭 当 艺任刃叠 S 一 C 时
,

则 E ‘

(钓
,

艺任乙是如下线性方程组 的

解

劣
; 一 艺 劣j尹

: , = 1
,

艺任口
J任C
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证明 根据引理 5
.

定理 2 和引理 3 即知
。

剩下的问题是线性规划 (1 7) 式究竟在多大范围内存在最优解
,

下面的定理 4 给出一

个充分条件
,

并且这个充分条件并不太苛刻
。

定理 4 设 S 二 {l
,

2 ,

⋯
,

时为有限集
,

转移概率矩阵尸二 (p‘, )是不可约的
,

又设行

列式

0<

f(1 )

f(2 )

一 尹2 2

1 一 尹2 2

一 尹一a

一 p Za

一夕1 ,

一 p Z。

f(。) 一 p
。 : 一 p

”3 ⋯ l 一尹
二 。

△一一D

则线性规划 (17) 式存在最优解
。

证明 首先
,

对于有限状态的
、

不可约的马尔可夫 链
,

由 〔幻的推论 3
.

1
.

2 和马6
.

1

(在那里
,

一个有限的
,

不可约的链称为遍历链 (er g o d ic ch ai n ))可知
,

矩阵 I 一 P中的

任何不大于
。 一 1 阶的主子式都是不为零的

。

其次
,

考虑如下算子 T ,
,

o簇夕< 1 :

少 , 。(云) = 贝a x (g “)
,

f(i) + 夕艺
、(夕)尹

‘, )
,

石任 5
.

对任意的
u , w 任 B (S )

,

jC S

T , “(艺) = m a x (g (落)
,

= m a x (g (公)
,

f(艺) + 夕名
u (j)p

‘J)
J C 忍

f(云) + 声艺 。 (J)尹
‘, + 声艺

j C 5 jC

(。(力 一 w (j))
·

p
‘, )

( m a x (g (i)
,

f(‘) + 声艺 w (J)p
‘, + 声}{

: 一 。 !l)
J C S

( T , w (名) + 刀11
: 一 w }1

所以
, T , 。 (i) 一 T , 。 (￡)( 声11

。 一 w }}
,
‘任 S

,

由
。 , w 的任意性知

,

!}T ,

卜
T , 。 }}《声}1

。 一 w }}

从而 T , 是 B (S )中的压缩算子
,

存在唯一的不动点 勺任 B (S )
.

对任何固定的 夕
。任 (O

,

1 )
,

不可能对一切 声〔 (声。
,

l) 都成立
, , (云) = f(云) + 刀习

。,

jC S

夕
i j ,

云任S (2 2 )

若不然
,

由线性方程组 (2 2) 式
,

通过克兰姆法则解得
:

”, (i) = 11
一
声P l

一 ’D ‘(刀)
,

葱任S

式中

(2 3 )

D ‘(声) =

1 一 刀p
, ;

一
声尹

2 1

一
刀尹川

一
刀尹

一
P尹

f(l)

f(2 )

一刀p :
,
‘+ :

一 刀P2
.

‘十 ;

仰

l 名一 1

2
,

落一 1

” ,

i一 l f(。) 一

仰
。 ,
‘十 :

一 刀尹
, 。

一
声尹

2。

1 一

仰
, 。

注意到行列式 11
一 刀Pl 和 D ‘

(脚都是 刀的多项式
,

且当 O< 声< 1 时因 I 一声P 是主 对 角

线严格占优的矩阵
,

有 }I
一 刀p }> 0 ; 另 外 lim }I 一 刀P {二 11 一 P } = 0 以及 lim D ‘

(刀) =

口‘ 1
一

刀‘1
-

D ‘

(1 )
.

将 D ‘

(l )的第 云列与第 1 列对换
,

得
:
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了(1 )

D !

(1卜 ( 一 , )⋯l.(
2 ,

}

一 夕1 2

1 一夕2 2

一 p
i

,

‘一 i

一 尹2
,

‘一

1 一 夕
2 2

一 尹Zx

一 p x
.

‘+ i

一 p Z
,

, + 1

一 p l 。

一尹2 。

往im

,
f(

n )

又将等式右边行列式中除第

一 Po Z 一 p
o .

‘一 i 一 p
” i 一 尹。

:

‘+ i l 一 尹
, 。

1 列之外的所有列加到第 茗列上
,

并

1 一 艺 夕* , = 尹。‘ ,

于是 D ‘

(l) = D ,

< 0
,

艺呀S
,

从而 由(2 3 )式
,

j 争 落

ll m
月~ 卜 1

意到对每个 k 任习
,

有

”, (艺) = 一
co

,

艺任 S
,

此与假设 ”, (云)> g (云)
,

当 声任 (几
,

l)时
,

出现矛盾
。

由上述证明可知
,

存在 (0
,

l) 内的一个递增趋于 1 的子数列 {声耐以及相应的 S 中的

非空子集合序列{C
。}

,

使得 ”, 二 (艺) = g (￡)
, i任 C 。 ,

仇 = 1
,

2 ,
·

⋯ 由于召 为有 限 集
,

其

子集合的个数为有限数
,

因此必存在 S 中的一个非空子集 C 以及 (0
,

1) 内的递增趋于 1

的数列{声耐
,

使得相应的
。。
垒

, 阮成立

”。(i)二 f(i) + 刀。 艺 。。(力
jC S

秒。(艺)二 g (艺)

‘任。}
乞任 C 户

(2 4 )

饥 一 1
,

2
,
”

.

如果 C = S
,

则 。。(艺)二 g “)> f“) + 刀。 万 , 。 (j冲
‘, ,

m = 1 , 2 ,

⋯
,

i任习
.

令 m , + oo

得到g “)> f“) + 习 g (J冲
‘, ,

JC 夕

S
,

由(2 4 )式得到线性方程组

v 二(i) 一 刀。 习
jC云

j C 左

从而 {g “)
,

苏任习}是线性规划 (1 7) 式的最优解
; 如果C 粉

。。 (夕)尹
‘, 二f (云) + 刀。 万 g (j)尹

‘, ,

‘任口
J已C

从上面线性方程组中按克兰姆法则解出
, 。(句

,

i任口
,

并注意到当 m * + oo 时
,

系 数 行

列式作为 声。 的多项式其极限不为零
,

因而极限 叮幻叠 h tn 秒。(幻存在且有限
,

在 (24 ) 式

中
,

令 , , + co
,

得到

沙(艺) = m a x (g (i)
,

f(坛) + 艺 。(j)尹
‘, )

,

云任 S

且 C 满足引理 5 中的条件
,

因此线性规划 (17) 式有最优解
。

(证毕 )

本文的结论不但对于有限状态的情况可以计算
,

对于无限状态情况
,

当转移概率矩

阵比较特殊时
,

结合定理 2 和定理 3 ,

有时也可以计算
。

因篇幅所限
,

具体计算例子从

略
。
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T h e V a lu e Fu n etio n o f OPti山 a t

S to p p in g fo r M a r k o v C h a in s

G u Jia n x ia n g

(D ePa r tm en t o f A PPlied M a th e m a t ie s a n d Sy st em E n g in e er in g )

A b st r妞e t

O Ptim a l S to PPin g fo r M a rk o v e h a in s w ith in fin it e t itn e h a s b e en d ise u ss ed

in th is p a Per
.

T h e s u ffie ie n t e o n d itio n fo r th e
ex iste n e e o f th e o p tim a l s t o PPin g

v a r ia b le a n d th e v a lu e fu n e tio n o f th e o P t i贝a l s to PPin g fo r M a r k o v eh a in s

w ith in fin ite s ta t es ha s b ee n o b ta in ed
.

T h e r esu lts sh o w th a t th e e o n d it io n a n d

e a le u la tio n o f th e o P tim a l s to PPin g Pr o b lem fo r M a rk o v e h a ins w ith fin ite

s ta tes a r e eq u iv a len t t o s o lv in g s o m e lin ea r Pr o g r a m s
.

Ke
v w o r d s :

M a r k o v eh a in
,

lin ea r Pr o g r a m m ing
, sto PPin g va

r ia b le , fix ed

Po in t

国防科技大学学报获全国高校自然科学

学报优秀编辑质量一等奖

全国高校自然科学学报研究会于 1 98 9 年n 月 26 日至 3 0 日
,

在南京召开了全国高校自然科 学学

报优秀编辑质量颁奖总结大会
。

这次学报优秀编辑质量评比活动
,

是在国家教委科技司和国家新闻出版署期刊司的领导和支 持下

进行的
,

其目的是要促进各学报执行国家标准和学报规范
,

提高编辑的业务水平
,

提高高校学报 的质

量
。

全国 20 个省
、

直辖市
、

自治区的 583 家高校自然科学学报参加了评比
。

这次评比活 动
,

淮 备工

作充分
,

评比内容其体
,

评比标准明确
,

评比机构有权威性
。

评奖委员会成员有
:
翁有庆

、

汪 元章
、

胡心如
、

陈浩元编审
,

张正威高工
,

张世樵副研
,

金德年副教授
,

鲁星
、

丁乃刚
、

苟宗泽
、

朱 诚
,

洪

文逢
、

蒋慧珠
、

柳志慎副编审
。

评比时
,

按学术质量
、

编校质量 (重点)
、

印装质量三 大 类 的 10 项

内容和评比标准
,

逐项审读和评分
,

最后按高分到低分评出一等奖38 家
,

二等奖66 家
,

三等奖83 家
,

少数民族文版优秀奖 4 家
。

我校学报参加了评比
,

获优秀编辑质量一等奖
,

参与编辑的主要工作人员获得国家教委科技司 和

国家新闻出版署期刊司颁发的获奖证书
。

我校学报取得优秀成绩是各方面力量努力的结果
。

首先
,

副校长陈启智教授为主编的编委会认 真

而严格地工作 , 其次
,

全校许多中老年教师严格评审论文
,

中青年教师奋发进取
,

勤奋写作 ; 另 外
,

编辑部在条件比较差的情况下
,

坚持高标准办刊
,

付出辛 勤的劳动
。

校出版社在工作上给予支持
。

国

防科技大学印刷厂大力协作
,

印刷质量有一定保证
。

国科科技大学学报编辑部决心在编委会领导下
,

协同各方面的力量
,

为进一步贯彻规范 和提高刊

物质量而努力
。


