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一类马尔可夫人才系统中的工龄和职龄

王炎生 沙 钮 沙基昌

(系统工程与应用数学系 )

摘 要 用马尔可夫模型研究人才系 统中工龄和职龄问题的一般方法都要按职务等级
、

工龄或职龄来划分系统状态
。

本文在只以职务等级划分系统状态的一类无 降级且逐级晋升的

齐次马尔可夫人才系统中讨论了工龄和职龄问题
,

得到 直 观 描 述工龄和职龄 的计算结果
,

并通过一实例说明了本方法的应用价值
。

关镇词 马尔可夫链
,

人才规划

分类号 0 2 1 1
.

6 2

自从 A
.

Y o u n
g[ 幻于 1 96 1 年最先提出齐次马尔可夫人才模型以来

,

人们己经建立 了

各种形式的马尔可夫人才模型
,

有关的理论研究一直很活跃
,

并已在军队
、

政府机构和

企业的人才规划中得到广泛的应用
。

在齐次马尔可夫人才模型下研究工龄和职龄问题通常总是要先将系统状态按职务等

级
、

工龄或职龄划分 (如 〔21
,

〔3] )
,

然后求出时间 t ` oo 时系统 的 极 限 结 构 ( P一
C

.

G
.

v as is h o u[ 4 )给出了求齐次和非齐次马尔可夫人才系统的极限结构的一般 方 法 )
。

这种方法对数据要求较高
,

而实际应用中大量碰到的是按职务等级划分系统状态 的人才

系统
。

作为一种尝试
,

J
.

J
.

G le n[ 幻 对一个按职务等级划分系统状态的马尔可夫 人 才 系

统的工龄分布进行了研究
。

本文则对一类无降级且逐级晋升的等级制马尔可夫人才系统

中工龄问题和职龄问题进行了研究
。

1 齐次马尔可夫人才模型

考虑具有 无个职务等级的人才系统
,

将系统按职务等级划分成 k 个状态
,

系统中的

每个人属于且只属于其中的一个状态
。

状态 1 表示最低级
,

状态 无表示最高级
,

职务级

别从低到高依次为 1
,

2
,

…
,

无
.

系统中个人的流动方式有三种
:

流失
、

补充和状态之间

的转移
。

其 中流失表示个人通过退休
、

辞职和解雇等形式离开系统
; 补充是指人员补充

到系统中来
,

并认为一个补充人员以概率 几
`
补充到级别 ￡中

,

艺 尹
。 ` = 1

.

假设个人在
名 = 1

流动时无降级且只能逐级晋升
,

位于 k 级中任何一级时都可能发生流失
。
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在这个人才系统 中
,

对于离散时间 t “ 0
,

1 , … (以年为单位 )
,

认为系统中个 人 的

流动是初始分布为 尹
。 = ( O

,

几
; ,

几
2 ,

…
,

, 0。 )
,

转移概率矩阵为
`

、 l!

!
自r

00八UO0 0 0 0

0nP l , 1

0

尹1 , 2

争2 , 2 尹2 , s

0 0 0

0

0

尹沁 一 l
,
* 一 l

0

夕无一 z
,

七

尹七
,舌

的齐次马尔可夫链
,

用 {` }蕊
二 。
表示

。

这里 。 是流失状态
,

有 , , , 。
> O

,
艺二 1

,

2
,

…
,

无

由 P 的形式易知这是一个吸收状态

为 。 的吸收马尔可夫链
。

利用 户的这种

特殊形式
,

可对个人的流动规律进行较

详细的研究
,

记 p 为户右 下 的 无 x 无子

块
。

于是
, 。 步 转 移 概 率 p竹

, 葱,

j 〔

{ 1
, 2

,

…
,

无}
, “ = o , 1 , …是 P

”

中 艺行 夕

定理 4
.

5
.

9 和定理 4
.

5
.

8 知
:

圈 1 个人的沈动方式

列的元素
。

因为 P 的行和均小于 1
,

于是据 【6 J中

习 尸 ` = ( I 一 )P
一 ` ,

记成 Q 。二 (叭叩)
l 二 0

艺 l尸 , = p ( I 一 p )
一 , ,

记成口
,
= (空气梦)

乙二 1

艺 22尸 ` = (尸 + 尸 2 ) ( I 一 p )
一 3 ,

记成 口
: 二 ( g飞兮)

王二 1

以下的讨论均在本节的假设和符号下进行
。

2 关于个人的一些流动规律

令 , 二 i fn 伽 > 1; 二 : = 。 }
,

则 T 表示个人在系统中的工龄
,

据 f 7 1中定 理 3
.

1
.

1 知

有尸 { T < co } = 1
.

于是
,

当流出系统时的状态为 云时 (此时称个人的归宿为 石 )
,

个人

的平均工 龄 是 忍 ( T !X , 一 1 二幻
.

令 泞二 T 一 1 ,

则 E ( T }X , 一 1 = 0 = E ( S }X
。 = 幻 + 1

,

艺 “ 1
,

…
,

无
.

于是得到

定理 I E ( T IX
T 一 ; = 约 二 艺

,
, 。 , 。、

1

2

/ 习 , 。 , g男 + 1 ,

。 ( , }二
, 一 : 一 `卜 (直

, 。 , ,、、
/么

, 。 , ,。? )
一

(睿
: , 。 , 。冬

!

丫噜
; , 。了 ,男 )

’

尸 { X , 二 j }X 。 = 好表示初始状态为 艺时归宿为 j 的条件概率
,

尸 ( X 。 二滋}X
刀二 j} 则

为归缩为 J 时初始状态为 ` 的条件概率
。

设 脚 表示个人在 云职的 职 龄
,

则 E (n
` 】X 。 =

j ) ( 1 ( 名( 夕( k) 表示归宿为 J 的个人在 云职的平均职龄
。

于是可证明下面定理
。

定理 2 对 1《 云( 夕《 无
,

有

尸 { x , = 夕IX
。 = ￡} = , , 。叮飞0,)

,

p “
。 一 ` , ` 一 ,卜

, 。 ` ,气0,)
/ (艺 尹。

。
口留 )
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” (一 ” 一了,一

{
V`一 ’ ` 一 J,一

!

,

含
; , 。 :

葱
,

一 / (
(卜

, ￡` )

立
(卜 , 二 )

)〕/ (
,

拿
: , 。 ! ,几: )

,

“ + , /̀

, ,

拿
1 ” 。止

葱
,
贾, ,

一 / (
( ` 一 , “ )

2

立
(卜 , 二 )

)丫
(
`

分
, , 。 ! ,、: )

一 刀 2 (· ￡
! x

。 一 , )

令 T , 二 in f {
n > 0 :

X
。
二升

,

括号内为空集时
, T ,二 “

,

则 T , 为个人首次 到 达 J

所需的时间
。

E (少 , 】T j
< co

,

X 。二动 表示初始状态为 艺且到过状态夕的情况下
,

首 次

到达 J 的平均工龄
。

从而易得到定理 3
.

定理 3 对 1 ( 石< j簇 无
,

有

p { , ,
< oo ! X

。 = ` } = 尹, 一 :
,

,口飞只}
一 ,

E ( T j
jT

,
< oo

,

X
。 = ` ) 二 z + (夕乓飞吞

一 1

/空气几杏
一 ,

)

V (少 ,
f少

,
< co

,

x
。 = 落) = (夕飞飞杏

一 ;

/口飞几吞
一 : ) 一 (叮几: }

一 : /夕乓几杏
一 1

) ’

以上主要是从个人的归宿 出发对其经历进行考察
,

而对于一般的吸收马尔可夫链
,

文 f7] 中第三章从初始状态川发研究了逗留时间的一些计算问题
,

据此可得到关于 工 龄

和职龄方面的一些结果
。

据〔7〕中定理 3
.

3
.

5和定理 3
.

3
.

6 有下面定理
。

定理 4 对 1簇落簇 k
,

有

下: = { E (少 }X 。 = i ) } = 口。 e , , 了2 = { V ( T {X
。 = 艺) } = ( 2口。一 I ) 了

: 一 ( 1
,

)
。 。

E (少 ) = 尹。了
, , V (少 ) 二 夕。 ( 2口。 一 I ) r ; 一 (尹。丁

l

)
, 。

这里 尹。二 (几
, ,

几
2 ,

…
,

几
。
)

.

对任一 :
阶方阵 A

,

A
, 。

表示元素为 时
了的 ,

阶方 阵
,

A d ,

为 A的对角线矩阵 d i a g {
a , : ,

…
,

`
:

}
. T : 和 T :

分别为初始状态为 ` 的个人在系统中

的平均工龄和方差
; E (少 )和 V (少 )则表示不问起始状态时

,

个人在系统中的平均工龄及

其方差
。

由文 〔7 1中定理 3
.

2
.

4 ,

定理 3
.

3
.

3 及推论 3
.

3
.

6 有下面定理
。

定理 5 对 l ( 落( j《 无
,

有

{E ( : ,
!X

。 = 坛)卜口。 ,

{ V ( ,
川 X 。二落) } = 口。 ( 2 (口。 ) d , 一 I ) 一 (口。 )

: 。 ,

{ E ( , , ) }= 尹
。
口。 ,

{ V ( . , ) } = p。口。 ( 2 (口。 )
d 。 一 I ) 一 ( p。口。 )

: 。
.

此定理给出了当考虑初始状态和不考虑初始状态时个人在各职的平均职龄
。

t、 .t.llz
`

八讨八讨.. .0八U尹1 2

1 一 尹r x

八“

户z
护

厂1

1

令 A 二

尹2 3

l 一 尹2 :

尹含一 2
.
七

l 一 户七七

0 0 0 0 … 0 0

C = ( I 一 A )
一 ’ .

则由〔7J 中定理 3
.

5
.

10 得到下面定理
。

定理 6 令 g 表示个人晋升的级别数 (包括初始状态这一级 )
,

则有

{君 (夕 }x
。 = `) } = C e , ,
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{ V(夕 }X 。二 艺 ) }= ( Z C 一 I )c e, 一 ( C e ,

)
, , .

定理 6 指出了从每个初始状态出发的个人到流出系统时平均要晋升多少级别
。

3 应
一

用

P一 C
.

G
.

v a阳i h o
u[ 幻对一具有六个职务等级的无降级且逐级晋升的齐次 马 尔 可 夫

人才系统极限结构进行了计算 (计算结果有误 )
,

作者将本文得到的一些结果应用于对

其工龄和职龄方面的数值进行计算
。

例 已知 尹。 = ( 0
, 0

.

3
,

0
.

3 ,
0

.

2
, 0

.

2
,

0
.

0 5 ,

0
.

0 5 )
,

000
ù11甘001 0 0

.

2 0
。

7 0
.

1

n
ōù
U八”0l 5 0

.

7 5 0
.

1

0
.

8

.

0 5 0

.

0 5 0 O 0

0

0

0

0
.

1

0
.

8 5

0

0

, 3 0 0

0
.

0 5

O
。

9

八UO

八曰0

0

2 0 0 )
,

0

0
.

0 5

0
.

9 5
,

0nU00八U
八

夕̀
.

.

1

…
N ( 0 ) = ( 1 0 0 0

,
8 0 0

,

60 0
,

4 0 0

启

, (` )一 3 3。。 + 6 0。

(卜 (合) )
, `一 ”

,

` , 2
,

…

式中N
`
( t )为 t 时 ￡级人数的期望 值

,

N 。 ) == ( N : (` )
,

…
,

N
。
( t ) )

,

T ( t )为 t 时系统总

人数的期望值
, , ( )t 二 N ( t ) / T ( )t

.

系统的极限结构为
:

N ( oo ) = ( 3 8 4
.

9
,

6 15
.

8
,

6 92
.

8 , 7 1 8
.

4 , 5 5 1
.

6
,

9 3 6
.

5 )

护 ( oo ) = ( 0
.

0 9 9
, 0

.

1 5 8
,

0
.

1 7 8 , 0
.

1 8 4 , 0
.

1 4 1 , 0
.

2 4 0 )

关于个人的流动规律有

{ E ( g {X
。 = i ) } = ( 1

.

5 7 , 1
.

7 0
, 1

.

75
, 1

.

5 0
,

1
.

5 0 , 1
.

0 0 )

{ V ( 9 IX
。 = 葱) } = ( 1

.

0 0 , 1
.

0 8 , 0
.

8 5 ,

0
.

5 8 , 0
.

2 5 , 0
.

0 0 )

{ E ( 7T }X
。 == `) }二 ( 6

.

2 2
,

8
.

6 7 , 1 1
.

6 7
, 13

.

3 3 , 2 0
.

0 0
,

2 0
.

0 0 )

{ V ( T IX
。 = 落) } “ ( 6 4

.

8 4 , 1 2 1
.

1 1 ,

1 9 1
.

1 1
, 2 5 3

.

3 3
, 3 8 0

.

0 0 , 3 8 0
.

0 0 )

E ( T ) = 1 0
.

1 3
,

V ( T ) = 17 3
.

8 0

226767330000
,1
3.22

…67
100

nUO
,上
343丹Jt了43八J6.

…
1

.

3 3 0
.

6 7 0

. .ù
362

1勺040

0000

八UO

{
”

·

“ 3

}
0

“ 。 一 `姗 ,一

…:
{

”

\ 0

叭叩表示由 落级出发在夕级的平均逗留时间即平均职龄
。

显然
,

从某一级出发在以

后的各级 中的平均职龄越来越小
。
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