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三三维涡度方程单向周期问题的谱
一差分馄合格式及其误差估计

熊 岳 山

(系统工程与应用数学系 )

摘 要 本文对非线性的三维涡度方程单向周期问题构造了一种新的谱一 差分格 式
,

并证明了格式的稳定性和收敛性
。

关锐词 谱一差分方法
,

混合格式
,

混合模

分类号 0 1 7 5
.

7

近年来
,

谱方法作为一种高精度数值方法越来越受到人们的重视 1[ ] 〔幻 3[]
,

然 而 谱

方法对偏微分方程的真解的
“
光滑性

”

要求太强
,

且 F o ur i er 谱方法对周期问题效果 较

好 4[] , 另一方面
,

古老的差分方法却具有应用的灵活性
。

因此人们尝 试 用 谱— 差 分

混合方法来处理数学物理问题 5[ ~ 7〕
.

本文利用文献 【8]
、

〔9] 中的方法对三维涡 度 方 程

单向周期问题给出谱— 差分混合格式
,

对周期方向采用 F o ur ie r
谱方法来离散

,

非 周

期方向用差分方法
。

并证明了格式的稳定性和收敛性
。

文献 〔9 ] 处 理的是三维涡度方程

双向周期问题
,

本文可作为 【田的补充
。

问题
、

记号和格式

假设 考(劣
, , 劣 : , 劣 3 ,

幼和 叻(劣 ; , 男: , 劣: ,

)t 分别为涡度向量和流函数向量
。

古( 劣
: , 劣 : , x : , ` ) == (君

`” (劣
, , : 2 , 劣 3 ,

t )
,

古` , ’ (劣
1 , 劣 : , 劣: , t )

,

若
` 3 , (劣

: , 劣 2 , 劣。 ,
t ) ) ,

叻(劣
, , 劣 2 , 劣 : , t ) = (劝

` ” (二
, , 二: , 劣 : , t )

,

砂( 2 , ( , : , 劣 2 , : : ,

`)
,

劝` 3 , (公 : , 劣 2 , 劣 : ,

t ) ) ,

记 Q = { ( : ; , : : ) / 0 <
: ;

< z
,

o < 公 2
< l }

,

I = {
: 3

/ o <
: 3

< 2二 }

口 = { ( : ; , : 2 , : 3 ) / 0 <
x l

< l ,

0 <
: 2

< 1 , : 。 任 I }

考虑下面的问题
:

砧
.

, , ,
_ , 、 , , , ,

_ , 、

一
, 。 , , 二 , 。

,

一
, , ,

,

华 十 J (首
,

劝) 一 H (古
,

叻) 一 ,
甲

2古二了
1 ,

X 任 夕
,

t任 ( O
,

少 l
d t

’ 、 “ ’ ` ’ “ “ ’ 口 ` ’
J ` ’ `

一
`

一
、 一 ’

一 守 2
叻= 君+ f

Z ,

X 任 g
, ` e [0

,

T ]

考( : ; , : 2 , 劣 : , t ) = 首(劣
, , 二 2 , 劣: + 2万 , ` )

, t任 [o
,

T 〕

势(二
, , 二 2 ,

劣。 ,
t ) = 护(二

1 , : 2 , 二 : + 2二
,

t )
, 云e 〔0

,

少 ]

古( 0
, 二 2 , 二 : ,

t ) = 首( l , : 2 ,
劣: , t ) = 护( O

, : 2 , : : , t ) = 沪( l , : 2 , : : , ` ) = 0

考(劣
, , 0 , 劣 3 , t ) = 雪(劣 ; , 1 , 劣 : , `) = 叻( 二

, , 0 , 劣: , t ) = 劝(劣 ; ,

l
, 劣: ,

t ) = 0

考(二
1 ,
劣 2 , 劣 3 , 0 ) = 省

。 ( 劣
1 , 劣 2 , 劣 3 ) X 任厨

( l )
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这里 f
`

(二
, , 公 2 , 劣 3 , 名) = f

,

(忿
: , 劣 2 , 留 3 + 2二

,

t )
, l 二 1

,

2

首。 ( : : , : 2 , : :

) = 考
。 ( : 卫 , 2 2 , : , + 2二 )

, ,
> 0

J (君
,

劝) = [ (甲
X
劝)

·

甲〕首
,

H (君
,

叻) = (考
·

甲 ) (甲
x
劝)

假定
: ;

和 : :
方向网格剖分为等步长的

,

h 为其网格步长
,

万h = 1 且

口
、 = { ( : , , : : ) /

: : = J
:

h
, : : = J

: h
, l 《 j

: ( 万
一 z , l ( 夕

2 ( M 一 l }

。 、 = 口、 又 I , S
,

= 了̀ = 无: /而= o , z , 2
,

… … }

厂
、
为网格区域边界

,

r
。 ,

为 劣 2

方向网格区域的 边 界
,

l 二 1
,

2
,

记 e : 二 ( 1
,

。
,

0)

e : = ( 0
,

l
,

0 )

口夏:士= { X = (劣 : , 劣 : , 劣 :

) / X 任 g 。 ,
X + h e `

任 f 、
}

幼之丁= ( X 二 (`
: , 2 2 , 劣 3

) / X 任 g
, ,

X 一
he

, e 厂
*

}

厂孟
,

: = {X = ( 劣
: , 劣 : , 劣: ) / X 一 无e `任口 、

}

g ;
`

,二口篇:士+ g 孟:丁
,

l 二 l , 2

g 艾二 口丈
,

: + g 篇
.

2 ,
g 孟二幼

、 一 口篇
,

g 孟
, `二 夕

、 一 口井
, `

用 。 :

( X )表示 r
: `

上的外法向差商
,

“ ,

( X ) 二
f “ 二

1只

即

( X )

一 “ , :

( X )

X 任 r 丈
,

:

X 任 r 石
.

`

定义
u x Z

( X
,

t ) =青
`” (`

1 , ` 2 + ` , ` 3 , ` , 一 “ “ 】
x Z,

劣: , t ) )

,上
-

,自
以万 2

( X
, ` ) == . 2 2

(劣 , , 劣 : 一 h
, 劣 : , t )

, 封全
2

( 劣
, t ) = ( . 2 :

(二
, t ) + 越万 :

(劣
, ` ) )

d 以 ( X
,

t ) = 以二 ,
万

;

(劣
,

t ) + 铆二 2
乳 (劣

,

: 、 ,

J Z “ (劣
,

t )
` 尹 个 一一 不 石

—O劣三

V N = S p a ,

{ e “ ` s

/ !11《 N }
.

定义正交投影算子 尸 N

了
了 ( p

一
) 。 ` : 3 一 。

,

、 · , · 。 : V ·
:

3

T

R `· ,一

(
·

胃
一

兴
,

糕犷一胃
, ·

军一胃)
J ( a , (以

, , ) = a J :

(`
, , ) + ( l 一 a ) J Z ( . , 公 )

, 0 ( a ( 1

J ?
,`一 ,一 R (! )`· ,·

胃
+ R ( 2 )`· ,·

胃
+ R ( 3 )`· ,

群
J留

, (”
, ” ) = ( R “ ) ( , ) “ ` , , )会

: + ( R ` , ’ (” )“ ` , , )全2 + J
, 。 ` 。 、 , 、 , . 、 、 _ . 。 。

了一 L石
、 “ ,

气公 ) 粉
、 护 护

)
,
尹= 1 , 乙 , 。

0 劣 s

这里

又

J
,

( u , ” ) = (

H
l

( “
, , ) =

( J气
, ) ( u , , )

,
J气

2 ) ( : , 。 )
,

了气
3 ’ (。

, 。 ) ) , ,

l = 1 , 2

(万 (l
, ) (。

, , )
,

H 铲) ( 。
, 。 )

,

H (l3
) ( 。

, , ) ) ,

H钾 (。
, ” ) “

、 ` , ,丑甲) ( 。 ) + 。 ` , ,凡分
,
(
。

) + 。 ` , ,

勺 几
- 主丑 ( p 》

d劣 a
(” )

, 尹= 1
,

2
,

3

显然 J ` a , (。
, , )

,

11 、 (。
, , )分别为 J (。

, 。 )
,

H (。
, ” )的模 拟

,

有 时 为 方 便 计
,

用
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J ( “
, 刀 )

,

H (“
, , )分别代替之

。

令 , `们
,
尹`N) 分别为 君

,

功的近似
。

刀 (万 ) ( 劣
.

t ) = 又 ” 7 ) (忿
, .

劣 。 。

云) e `忍二

…
(万 ) ( 金

.

t ) = 灰 . 叨 ) ( 劣
, .

念 。 .

名) e , 名二。
_

l己 l ` N l王 1 ` 万

( 1 ) 式的谱一差分混合格式为
:

勺了) (名) + P , J “ , ( , `对 , + 占了刀丫
) ,

甲` N , ) 一 p , H (勺`对 , ,

甲`N ` )

一 , 」( , ` N , + 口丫,俨 ) ) = p 二 f
, ,

g 。 x s
,

一 」 , “̀ , = , ` N , + 尸汀
2 ,

9 0 x s
·

{ ( 2 )

刀`万 ,
}
二 、 ,

: = 峥万̀ ,
}
二 .

,
:

== 甲`万 ,
!
二二 : = 甲`万 ,

{
r ,

.
: = o

, ` , , (: : , 二 2 , 二 3 , o ) == , x(0 ) (:
, , : 2 , : 3 ) = 尸 ,

考
。 ( : , , : 2 , : 3 )

,

口。 j

这里 J
、

a 为格式参数
, 0簇 d

, a ( 1
.

若 d = 。 = 0 ,

则方程 (幻为显格式
,

否 则 为

隐格式
,

需用迭代法求解
。

为得到格式的稳定性和收敛性的误差估计
,

需给出模的定义
。

混合模定义如下
:

设 叮 X )
, ” ( X )为 g 。

上的三维向量网格函数
,

(· (一
,

一 )
, · ( : 1 ,

一 ) ) 了一

命J
: · ( : 】 ,

一
,

· ” `: ! ,

一
,`一

{{
“ (: : , : 2 ) !!

(忍
, 刀 ) = h 2 .

了= ( “ ( : : , : : )
, u ( : : , 二 2 ) ) ,

习 (。 (劣
: , 劣 2 )

, 刀 (劣 : , 劣 2 ) ) ,

(工 l , x : ) e Q 几

。
}}

2
= ( : , 、 )

,

}
、

{号= 乡
( 、}二

:

}}
2 + }}一

,

}{
2 + }、一 }:

2 + ,,一 ,}
2 , +

}岛l
’

u

l】卜 }{
。

1}
2 + 1

0
1资

,

{{
。

}{孟
,

一 m a x }: 1
“

X e Q几
x

l

}
·

}卜
一

告
( }二

,

}:
,

·
:

,

, + ;一 } :
,

·
:

.
, + }一 } :

,

·
;

.

2 + ,一` ,二 、
,

2 , +

}瓷 }:
另外

,

还需要二个和式

。 , _ _ 、

h 「
。

一
, _

_

,

,
、 . _ . ,

二 1
_ 、 、 _ ,

v
、

刀 ` L忿 ’ ” , 一

蒯
, 飞x 异

,
.

L“ 、 人 ’ 一 “ 、 ` 一 “ “ `
” “ · 、 ` ,

“ 一 `

艺
X 〔 r

(“ ( X ) + u ( X + h e `
) ) 。

。

( X ) }d劣
3

。 , _ _ _ ` 、

l r
:

0 孟气娜
, 粉少二

一二 二 I 飞
4吓 J l

艺 : ( X ) ” ( X ) + 习 u ( X ) 砂 ( X ) }d劣
s

X 〔 口 ; :言 X 任 。 歌了

h
一 2

二 ( “ ( X )
艺

, ( X ) ) 。 芜
,

: l = 1 , 2

2 一些引理

引理 1〔10 」 对任意三维向量网格函数叮 )t 有

2 (。 (`)
, u `

( t ) ) : = ( }1
。 ( `) }{芽)

` 一 r

}{
。 `

( t ) 11夕
,

r任 S,.
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2 (。 ( t )
, 。 :

( t ) ) 二 ( }1
。 ( t ) }1

2 )
` 一 1

11
。 `

( t ) {}
2

引理

则

引理

2〔1 1 ) 若 。( a ( 声
,

对 ( : ; , : 2

) 任口。 , 。 任 [ H尝( I ) J

1Ip 二。 一 。
{j
。

( C N
a 一 夕 }

:
! , ,

Ilp 二。 1!
, 《 c !}

。
}}

,

3 [1 0〕 若对 ( : ; , : 2 ) 任口、 , “ ( X )
, 。 ( X ) 任 [ V ,

]
3 则

1
1 _ .

、 “ , “ “ 少

与
、 “ ` , ’

1
1 _ .

_ 二 _ 、

刀 , ,夕 甲 万 、 肠 , ` , “ , `夕 下

1
1 _ .

百、 “ ` , , “ , , ,

十

专
`“ `

2 , , 补 ’ +

特别
,

若
: ( X ) I厂

、
,

; = 。 ( X ) i

贝吐 B ` ( “
, ” ) = 一 8 ` (。

, 砂 )
,

(尝
,

斋)
一 ” !

一̀ ” , + ” 2 (“
, ”

r o
.

: = , ( X ) ! r 。
,

: = ” ( X ) } r 、
.

: = 0

= 1 , 2

2

若记 习` ( 。 ) = 习
`
( 。

, 。 )
,

则有 ( : ,

」。 ) + I
u

l釜+ 艺 S ` ( 。 ) = 0
止二 1

引理 4 若对 ( : 1 , : 2

) 任口。 , : ( X ) 任 [V 二
]

3 且 “
!r 卜。 = 。

!r
2

.

、 = 0
,

则对 t 任 S
:

有

一 2 (。
:

( t )
, 」: ) = 一 2 (。 ( t )

, 」。 `
( r ) ) = [ !

。 ( t ) ,节+ S (: ( t ) ) ]
。 一 :

I
。 :

( t ) I釜
一 : S (。

,

)

这里 S (“ (` ) ) = S : (。 ( t ) ) + 习: (` (` ) )

证明 可由引理 1
、

3 得到
。

引理 5 对任意三维向量网格函数 叮 X )
,

城 X )成立

了 (告) (。
, 。 ) 一 J

:

( 。
, 。 ) + o ( h , )

证明 由 J ` a , (。
, 。 )的定义及 T a y l o r 展式可得

。

引理 6 t 9〕 若对仕
1 , 2 2

) 任口、 , 。 ( X )
, , ( X )

,

。 ( X ) e 〔V 二
]
“ 且

u ( X ) l r ` ,

。 = 。 ( X ) , r `
,

。 = , ( X ) I r `
,

。 = 0 ,

l = l
, 2

则 ( u ,

, (告) (。
,

w ) ) + ( , ,

J (告) ( 。
,

w ) ) 一 。

特别 ( u ,

了 (告) ( u , ” ) ) 一 。

引理 7 若对 ( : , , 二 2 ) e 口* , 以 ( X ) 任 [ V二 ]
“ 且 。

} r
` 、 = o ,

l = z , 2

则 }}
。

1}
’

( }
。

}莹

引理 8 若对恤
; , 劣 2

) 任口、 , 趾 ( X ) 任 IV N ]
“
且 。

! 厂
: 、 = 0

,

则

l斋}
” 《 N

Z

,,
·

,̀
2 ,

,,一 “
2簇
最,,

·
,,
’ ,

,,
· 、 :

,̀
’ `
杀,,

·
,,

l二 1
,

2

从而

引理 9

!
·

, :簇
(

N
Z+

杀)
}}
·

}}
2

对任意三维向量网格函数
,

若定义

u
}{兰 艺

( ` : , x : ) 任Q 几)
,

月
, ( u `尹’ ( X ) )`血

: ,

则存在正常数 C 使
解肺

一一g

l}
“

}}兰
` ( 。 ` )岌 C h

一 2

1}
u ( X ) }l

’
1l

u
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2 l

证明 令
“ `, , (` . , ` 2 , ` 。 ) =

. j

展
。“ 、

, , (` : , ` 2 ) e “ ` , ,

由 Y o u n g `
a u “ d o u f f 「̀ “ , 不等式

I f
, `

闭 、 ,

二
、 、 , , _ I 泛

. , . 、 , 、 . 二 .

、 3

丽】, 气“
’

“ 又人 夕少一公 , 、 、 ,

未
。 l“ 丫

`

叹劣
, , 劣 , ) !

` / `

)

, .....J、 .̀产
艺

1 = 0
{
。
气

p , (二 : , 二 2 ) 1
` / 8 二 艺

1王 l 二 0 {
`·气, ,`: ! , : 2 ,` 2

(
, + -

!}
。 ` , , (二 , , : 2 ) 1}釜

·

}户 I
’

!}
。 ` , , ( : , , : 2 ) }}登}l }

2
2 / 3

卜II
。 ` , , (二

: , 二 : ) “

}{
“ ` , , ( : , , 二 2 ) !!资

,

一 2 / 3

)十
` .几

`

了̀叮、

这里
,一 (一

,

一 ) } :
! 一

六丁
,

(箫)
’ `· 3 ,

}}一
!{圣

, = }}
。 ` , ,

!}亨+ }
。 ` , ,

}量
,

由 H o l d e r
不等式

,

晨
。 `· 、一`

一
,` 4 / 3《

{
、

呆
。 `·气一`
一

) }
2

(
, 十丝程贵珊劣)}

’ ` 3

)
’ ` ’

.习引
J

口了...几、

. `

乳
。

(
`·俨 `

一
, ,

2

(
` +

蠕溉裂岛黔))
、 2 },一 (一

, · 2

) }},

黑 l
_ _ _

户 d r

.

爪
。

石
一

万阿 (,叹毖八面刀石刀爪
2

勺 +2
_

I
n

乙万 11云-o(f 而刃而乃下 , 平
se~

’ `

”
U

L
`
科而`

而

浦封澎柑 )
` 。

护
+

粉哉储撇少
-

、 ,

详肾器宏{}成
瓦兴平

`
(
` + 2

式万兴平 )糯舞六留粉
故

(
,

茸
二 。

,
· 、一 `

一
, ,

4 / 3

)
3、 4

(
l +

《 瓦今砰 )
,,一 (·

1 , · 2 ) }} ,
·

!}一 (·
; , · 2

) }!
: . ,

豁
(二 1 ,

寻
。 。 、

了
, `一 `· 1 ,

一
) ,礴`一 、 4

(
工+ Z

f:者于平 )
`

五 2`二 , ,

寻
。 。

{{
“ `” ( ` ! , ` 2 , }},

·

,{
· `· , (二

: , 二 2 ) }}
: ;

“ (
` + Z

J轰韶沐)
“一 。二 : ,

异
。 。 、 “ 2

,,一 `

一
, !} ,

艺 h
,

}1
。 ` , , ( : ; , : 2

) }}荃
,

( x 一 , x Z ) 任 Q 人

《 c 几
一 ’

1}
u ` , ’

!J
“

!}
u ` p ’

!}
;

再关于 夕求和即得引理
。

引理 1 0 若对 ( x : , : 2 ) 任口
、 , u ( X )

, v ( X ) 任【V ,
]
“
则
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lrp
N (。 , ) !}

: 、 ;
今

l !}
:

,!
2 ·

lr
”

J}
2

引理 1 1 若对 (二
; , : 2

) 任口、 , : ( X ) 任 [V ,
]

3
且

。 ( X ) } r : 、 = 0 ,

l = l , 2

则存在正常数 C 使 }}
。

}{若
,

. 簇 C 万 h
一 `

}
。

}荃

证明 (略 )

引理 1 2 若对 ( : , , 二 2

) 任 Q。 , 。 ( X )
, , ( X ) 任 [V 二 }

“ 且 。 ( X ) I r 。
, ` = 0

,

l二 z , 2 ,

则

证明

引理

}}H ( : , 。 ) !}
2 《 C N h

一 `

}
。

} 圣
·

}
,

}

由引理 n 直接得到
。

13 [1 0 ] 若对 (劣
, , : 2

) 任口、 , 。 ( X )
, , ( X ) 任 [ V ,

]
“ 且 。 ( X ) }厂

。 ` = 。 ( X ) }r 。
,

,

二 0
,

l二 l
,

2
,

则

4 (」u ,

“ ” ) 一月
:
{ ( ”

· : · : , ” · : · `
) “ 、 一 “ : : , + ( u` : ` : , ” ` : ` :

) “
、 一 “ “: 、

+ 2 (“
二 : 万

+ (舫万: x :

` ,

一
, + `

(豁
,

会)
+ 4

(豁
,

豁)
, ’ 万` 二 : ) 。 丈

. : } + 4 (“
二 : 二 : , ” 二 : 二 :

) + 4 (“
二 : 万 2 , ” 二 ,万 2

)

+ ` (“ `
1

一
”

一 ’ 十“ · ` 1` 2 ,

二
; · 2 , + 8 5

(鑫
,

岛)
特别地

,

}
u

}鑫《 !! J 。
{}
’

.

3 稳定性的误差估计

令 a =
1

百
’

” 2 +

命)
以 及 。 (一 ` r 、

,

! 一 。
,

`一 ,
,

2
,

” `N ’

势`刀 , ,

了
,

了
:

以 及
了̀.、

.

O

看
。
分别为 丫N)

, 甲 `们
,

f
: ,

f
:

和 若
。

的误差
,

则误差满足方程

可俨
, + p 二 J (叮`万 , + d : 可俨 )

,

沪`N , + 中` N , ) + p N t, (刀`万 , + d了刀俨)
,

必`N , )

一 p 二 H (可( N ) ,

中( N , + 甲 ( N ) ) 一 p 二 H (刀(万 ) ,

必` N , )

一 v 」 (刀`N , + a T可了
, ) = p 二了

;
甜

。 x s
, `

一 」必`“ , 一可( , ) + 尸二了
2 。 , 只 习

,

{

可`N , ( : 1 , x Z , : 3 , o ) = p 二考
。 ( : ; , : 2 , : 3 ) 口

、

设二 为待定常数
,

方程 ( 3) 的第一式两边与 2护N) (t ) 十 m研俨
, (t )作内积

,

z
、

3
、

4 得

( 3 )

利 用 引 理

{{亏
` N , ( t ) 11苦+ r ( m 一 z 一 e ) !}叮梦) ( t ) }!

2 + Z v
[ }可`N , (` ) 1专+ S (刀` N , ( t ) ]

+ 二
(

, +

省)
「,。 (一 “ , , ,+ S (。 (一 (̀ , ):

:
+
一 (

哪。

一 誉)
·

[ }吓俨, ( t ) J全+ S (吓飞万 、 ( t ) ] + 艺 G俨
, ( t )簇 }j叮

( N , ( t ) !}
己 = l

2
+

(
, +

鉴 )
“ ,

1

(̀ , ’̀ 2 (̀ ,
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这里 G了, ( t ) = ( 2可`刀 , ( t ) + m啊俨) ( t )
,

p 、 J 切
`N , ( t ) + d叨 x(t

, ( t )
,

中`万 , (` ) ) )

G梦, (` ) = ( 2叮`万 , ( t ) + 。 : 号了) ( t )
, p 二 J (可` N , ( t ) + d : 可了

, (̀ )
,

甲`万 , ( t ) ) )

口 (s’ , (` ) = , (。 一 Z J ) (可俨) ( t )
,

J (可` N , ( t )
,

中`万 , ( t ) ) )

G .(s ) (` ) = 一 ( 2万`万 , (名) + m了刀了
) (名)

, P 二 H (万`万 , ,

甲 ` N , + 必` H , ) )

口x(5
) ( t ) = 一 ( 2勺`万 , ( t ) + m : 勺俨) ( t )

, p 二
H (峥`万 , ,

中`万 , ) )

将方程 ( 3) 的第二式与 必`扔作内积
,

由引理 3
、

7 得

}必
`万 ,

I釜+ s (必` N , )簇 C ( If可
(万 ) ( t ) f}

含 + l!了
: ( t ) 11

2 )

显然亦有 l沪
` N ,

}莹《 口 ( 1}可
`刀 , ( t ) }{

2 + !1了
2 ( t ) }!

” ) ( 5 )

令 111
“

1!I
。

一 黔攀
“ (`) 11`

,
’

` ,

由引理 5
、

“
、

“
、

` 0
、
` 2

、
` 3及 S c h w a r z 不等式得

( 君 为适当小的正数 )

I。 x(1
) (` ) I ( 。 :

11,了 , (̀ ) ]]
2 + !I,

( N ) (̀ ) {]
2 + c

(
1+

华、}}}1,一}}荃
,

_ ( 11, ( N ) (̀ ) I]
2 + }I了

2 (̀ )一l
, )

、 任心 I

岭丫
, ( t ) } ( e v

l}可俨) (` ) }}
” + C臼些二

-

2旦犷芷
}!

4君
}甲 I}{爹

.
1吓

`刀 , (名) }荃

! G ax( , (名) }《
e r

}1可梦) ( t ) {}
’ +

C (解 一 Z d ) 2 了 N h
一 “

4君
1可

`万 , (` ) ! 釜( 1】勺
`万 , ( t ) 1}

2 + }}了
2

( t ) }}
2

)

! G : , (` ) }、 2。 : !。了, (` ) ,,
2 + c

(
` +

(
` +

鉴 )
!̀ , !、:

,

。

)
}! , (一 (̀ )一+ C“ 一 }! ,

(一 (` , ,,
4

+ e ((哗
, ,

一 1 + ,
一 2

、}一。
( N ) (̀ ) x1

2十丝望鲤 }一r
Z

(` )一
,

、一。
( N ) (` )一釜

、 、 4 七 1 4 汀 I

!。 、 ) (` ) }、 二 :
}}。: , (` ) !!

2 +

(
1 + C

(
l +

鉴 )
」

}}, {{
4
;

,

·

) }}。
( N ) ( `) 一+

+ C

(
1 +

鉴)
1

}, }}“
,

。
} ,̀

2“ , ,̀
2

将以上关于 G梦) (̀ )的估计代人 (4 )式得
:

}1可
`万 , ( t ) !}奢+ 了 ( m 一 l 一 7 e ) 1!勺俨

》 ( `) }{
’ + ,

[ l可
`万 , (` ) l圣+ S (叮`万 , ( t ) ) ]

+ , ,

(
。 + 粤、 [ I,

( N ) (̀ ) I釜+ s ( ,
` N , (` ) ) z

。 + , : ,

(
m , 一 , 一

粤
、 乙 I 、 乙

( }可了
) ( t ) l釜

+ S (吓了) ( t ) ) ) 《 H
。

}{刀
` N , (` ) 1}

2 + C h
一 2

{!可
` N , ( t ) 1}

弓+ H : (` ) 1万
`万 , (` ) ! 贫+ R (` )

( 6 )

式中 二 。 一 c

(
1 +

(
1 +

鉴 )
( }}!, ;{}:

,

一 + }
, , ,,:

,

闪 + }.}, }}, ,
,

一 ,

)

H : ( t ) =
一 , 十 召

~

她二旦丝毖
迁 P

[l!}甲 }}}釜
_ + 万 h

一 2 ( l}可
`刀 , ( t ) 11

’ + }}了
: (`) 11

2 ) ]

+ c

((鉴
, “ 一 + ”一

)
{}。

(一 (̀ ) ,,
· +

鉴
N”一 ,,̀

2 (̀ , ,,
2

)
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R(:卜 C

(
` +

鉴 )
(。 }” }、̀ ,一 + }{、 }、}̀二 , ,,̀

2

(̀ , “
2 + C ! }̀

2“ ,“
2

+ e

(
, +

鉴 )“̀
! “ , ,,

’

选取 m 的值按如下方式
:

情形 I
: 『 >合

,

取娜> m !

一《厄恙
, , + , 。 + 7。

)
,

, 。` ”

则 ( 6) 式可化为

!!。
( N ) (̀ ) !{誉+ , 。 ,

}},俨 ) (̀ )一j
Z+ ,

I, l夸{一釜+ , ,

(
, + 粤、( 一,

(“ ) (̀ )一资+ s (。 <N》 (̀ ) ) )
`

、 乙 I

( H
。

}1可
`万 , ( t ) !!

2 + C h
一 2

}1刀
`万 , ( t ) 11

` + H
;

(` ) 1万
` N , ( r ) }卜 R (` ) ( 7 )

情形 I
: , 二

巴
,

取 m > 。 2 = l 十 , 。 +

艺

v 了
N

Z

2

1 7 , 了
,

_ _

十
- 气二弋产 十 l 七

4 几
`

则 ( 7) 式仍成立
。

情形 l
一 / l 。 _ / 4 h

2

U 又 — 曰 奋又 一
介~ ~ ~ ~ 一~ ~ ~ ~ ~ ,一 ~ , , ~ ~

一
一~ -

、
2 一 、 v

( l 一 2口 ) ( 17 + 2 万协
咨

)
则取

m > m 。 一
(

1 + , 。 + 2婴黔
+ , , , 、 2 + : 。

、( 1

、 乙丹 一 I 、

( 1 7 + 2 N 2 h 2 ) ( l 一 Z a ) v 了

4 h 2 )
( 7 ) 式仍成立

。

在 ( 7) 式中取

刃`大 , ( t ) = }】可` N , ( t ) }】
“ + 1 习

y 任 S
,

(尹。 T
!】勺气N , ( , ) !}

名+ , (可`N , (梦) }全

户(万 , ( t ) “

梦《 t 一 r

11可
` N , ( o ) j1

2 + : 习
犷任 S

,

梦` 名 一 下

}}R (梦)
2

( 7 )式关于 ` 求和得

君` N , ( t )簇户` N , (` ) + 了 艺
梦任 S

,

( H 。忿`万 , (梦) + C h
一 2

(君` N , (歹) ) ’ + H
: (夕) }刀

` N , ( g ) }釜

奋“ 一 丫

利用 〔10 」中引理 15 得

定理 1 若下列条件满足
:

_ _ l _ _ 。 I
二 ,

.

1 \
, J : 、 _ 、 l ` _ / 4 h 2

、 , “ 一
了

’ 一 “ \’’
一

个
丽 )

’ L` ” ”
尹葱 飘

`

\ 巾 七心丈万干 2 N
2护 )

’

( 111) 对所有 t《 少
,

户`N , ( t ) e ` H o + “ , ’ ` = o ( N
一 ’

h ’ )
,

!{了
: ( t ) !{

2 = O ( N
一 ’

h Z )
,

则对所有 t e s
,

成立

君` N , (艺)簇 P ` N , ( t ) e ` H。 十 “ , ’ ` ( c
:

为大于 。 的常数 )

特别
,

如果
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1一2 >叮哪

/了 1
1

1
.

`̀
1

1

。 _ ~} _ _ _ 1
` “ 尹 {

`

,.2
’ “ 一玄

( 8 )

m 3
_ / 1
口 ` 、

—一 2

则取 切 = 2占
,

此时

H ! (` ,

一
+ C

((鉴
N “一 + “ 2

),,,
(一 (̀ , ,,

2 +

鉴
N “一 ,,̀

2 (̀ , ,,
2

)
故有下述定理

。

定理 2 若条件 ( 8) 及定理 1的条件成立
,

且 户` N , ( t ) e ` H 。+ “ , ’ `二 O ( m i n ( N
一 ’
无

,

再’ ) )
,

}1了
: (` ) }}

2 = O ( N
一 `

h )
,

t蕊 T

则对所有 t 任 s
, ,

君`万 , ( r ) ( P `刀 ) (` ) e ` H 。 + “ : , `

4 收敛性

设 雪
,

叻为方程 ( 1) 的解
,

丫N)
,

甲 (脚为谱一差分解
,

咨`万 , = p 二咨
,

砂
`万 , = p 二

梦
,

歹
`N , = , `万 , 一 古`万 , ,

杯
万̀ , = , `万 , 一

护
`万 , ,

则夕扔
,

必
`
)M 满足方程

若俨
, + p 二 J ` a , (考

`万 , + ` :

考气
N ,

,

叻刀̀ ’ + 萝
`N , )

+ p 二 J ` a , (古
` N , + d烤俨, ,

杯
` N , ) 一 p 二 H (香

` N , ,

必
`方 , + 叻

`万 , )

一尸二 H (古
` N , ,

必
` N , ) 一 v J (考

` N , + , :

考俨
, )

= 一 习 对梦
,

孟 = l

g o x 召
, ( 9 )

一 J 必
`万 , 二考

`万 , 一 M了, 一 M铲
, ,

考
`N ,

Ir
`

,

。二 0
,

l二 1
, 2

.

。 。 x s
,

歹
`“ , ( : , , : 2 , x 3 ,

o ) 二 o 口。

这里 M钾 = 君钾
J古`N ,

口t

卫 ax(
) = d丁 P 二 J ` a , (雪俨

) ,

砂
`夕 , )

M留
, = p 二 J `口 , (考

`万 , ,

劝`N , ) 一 p 二 J (古
,

劝)

M (4x
, = P N H (雪

`万 , ,

劝`万 , ) 一 P 二 H (考
,

叻)

M尹一袋芬
一

衅
:

对丫)
J Z亡( 万 )

二二 V
一

已匕一~ 一
d劣

一矿
(幻 _

, , 刃 l 子 2

M留
, = v , 了 J雪俨

) ,

M (sx
,二

J Z劝`万 ,

d对

_ 站份 )一

丫 二 1 ` i

万了
,二

J Z

势
` N ,

d瑞
胃

因
了 艺 {}。

`

考
` N , (梦) 一考.N( , (犷 ) {}

2

( C : 2
!I J誉考}{

g e s
,

2

L
Z ( o , T , [ L

名
(口 ) 〕 a

)

夕“
一 了
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由引理 2及 〔 13 1中的方法得
:

{{M梦
, ( t ) {}

2《 C N
Z一 2 “ ( 1}叻}}条

,

一 + 1!古!!条
, , 一 ) ( }{雪11备

0
,

夕 + }!砂{}务
。

,

刀 )
,

J}万(3x , ( t ) }}
2《 C ` ’

!}。
`
古!!备

, ,

二 1}劝{{备
: , · ,

}IM丫) ( t ) !1
2 《 C N ’ 一 ’ 声( !1勺}!备

。 , ·
}}叻}!备

。 ·“ + : + N
一 2

1!叻}!备
2 ,

二 }}叮1}务
0 ,

, )
,

刀> l ,

}IM尹 ( r ) !}
2

簇 c h 4
1!吉!}秦

; ,· ,

{{万 (ex ) ( r ) }}
2 《 c 吞`

!!雪!}务
` , · ,

}}M梦, ( t ) {{
’ 簇 c ` ’

{1。
`

雪1}秦
, 二

,

1}卫梦) (` ) }}
2《 c h `

{{雪{}备
`一

,

}}M梦) (` ) }}
2

( C h 4

!!劝}}备
2

…
由以上关于M梦) ( t )的估计

,

应用定理 1 得以下定理
。

定理 3 若定理 1 的条件 ( i)
,

( ii )成立
,

且对 雪
,

沪满足下述条件
:

考任 L Z

( 0
,

r , W
` , ” 门H 声 )门 H

`
( 0 ,

少 , W
Z, 一 ) 门H

Z

( 0
,

T , L Z )
,

势任 L Z ( 0
,

T ; W ` , ’ 门 H 夕+ ’ )
,

声> l

则存在依赖于 jJ雪}{乙
: ( o

,

r ,
平

` , · n 万 , )
,

{j古1旧
,

(。
,

r ,

砰 : 一 )
,

{}古J{万
:

( o
,

r , 乙:
)

,

{}护IJ乙
: (。 , r ,

牙 ; , · n 万 , + : )和 ? 的常数 b`
,

使得对所有 t ( T 有

{J雪(`) 一 刀`N , ( t ) }1
2《 b釜 ( 1 2 + h 4 + N

, 一 2声)
.

本文曾得到那本喻教授的指导
,

在此谨致谢意
。
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