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一 种 无 约 束 最 优 化 方 法

一恰当共辘方向法

张干宗 粟塔山

(系统工程与应用数学系)

摘 要 本文提出了一种求解无约束最优化问题的方法
,

称之为
“

恰当共扼方向法
” 。

与通常的共扼方向法 (如共辆梯度法) 相比
,

这种方法可以节省大量的一维搜索工作量
,

并

且还能提高收敛速率
。

关锐词 收敛
,

无约束最优化向题
,

恰当共辘方向法
,

共辘梯度法
,

一维搜索

分类号 0 2 2 1
.

2 2 4

共扼方向法是求解无约束最优化问题 m ln

X e E
”

f(X )的一类重要的迭代算法
。

通常的共

辘方向法
,

在每一个迭代循环中
,

构造一组相互共扼的向量 Z铲
, ,

⋯
, Z铲

, ,

从 第 无个

近似点 X 。
出发

,

依次沿着上述方向 (或近似于它们的方向 ) 对 f 作一 维 搜 索
,

依次得

点X (l&) ,

⋯
,

X 铲) ,

然后以 X 铲)作为第无+ l个近似点 X
。 、 ,

(fz ]
、

[2 ] )
。

本文 提出的恰

当共辘方向法
,

在每一个迭代循环中
,

构造一组特定的共扼向量
,

使得无需对每个方向

作一维搜索
,

而只需沿其中一个方向进行一维搜索
。

此法可以节省一维搜索的工作量
,

还能提高收敛速率
。

1 算法的基本思想

先考虑二次函数

, (二)一

合
X ·“ X 十 b· X + ·

(X 任 E
”

) (l)

式中 A 为对称正定矩阵
。

设已知 X 。任E
” ,

记Z = X 一 X 。 ,

则

了 , 丫 、 _ 刀 , v 」
_

口 、 _ 1 夕 , 月 口
. , 月 v

, 二 、 , 口 . 才 , v
、

f (X )一f (X 。 + z )一言
Z T A z + (通X 。十 “)

, z + f(X
。)

如果 Z , ,

一
,

Z
,

是一组关于 A 共扼的向量
,

则从 X 。出发依次 沿 Z
: ,

⋯
,

索
,

便能得出 f 的极小点
。

下面指出
,

如果取其中
。 一 1个方向

,

比如说 Z , ,

(2 )

Z
,

作一维搜

⋯
,

Z
: 一 ;

都

与V f( X 。) = A X 。十 b正交
,

则从 X 。出发只需沿Z
。

作一维搜索
,

便可得出 f 的极小点
。
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定理

且 Z : ,

⋯

对于正定二次函数(式(l) )
,

设Z
, ,

⋯
,

名
,

是关于 A 共辆的一组非零向量
,

Z
。 一 :
都与 Fj( X 。)正交

,

则

m ln

X 任 E
路
f(X ) = m inl (X 。 + ‘Z

,

)

证明 由Z , ,

⋯
,

Z 。

线性无关
,

Z == 习 t‘Z ‘ ,

t 任R

对任意 Z 任 E
” ,

有

t‘任 R (茗= 1 ,

⋯
, 升)

水目 1

并 由式(2) 可得

, ‘X )一 , (X
。 + Z )一

合直
‘: (Z : ‘Z

‘

卜
‘· (A X 。+ ”)

·Z · + f‘X
。 ,

一

告戴
: : ‘Z 了A Z ‘

, + f‘X
。 + ‘

·

‘
·

’

再注意到

协一 1

们O ln 盆(Z TA Z
‘

)二 o

(f l ,
’
二 ,

f卜 i )任 E 卜 1

且必在t ; 二⋯ 二t。一 : = O达到其最小值
。

总
‘会 艺

‘ 古.

所以

n lln

X 〔E .

f(X ) = m in

(f

一
,
f , ) 〔E .

了(
X 。 +

习 t‘Z ‘

‘. 1 )
= m in f(X

。+ ‘。 Z
,

)
‘. C R

下面来构造满足定理 1 条件的共辆向量组
。

设

Ff(X
。) = <梦

: ,

鲜2
,

⋯
,

梦
,

>气 o苦

取梦‘
。

满足

!梦
‘。

卜 m a x {!犷
‘

}} ! (3 )

1 ‘ 玄‘ n

令

、,月忆宜,苦..厄,. .飞
了......

1
。 , 二 <1

,

0 ,

⋯
,
一 今: /夕

‘。, 。,

⋯
,

o>
劣 : = <O

, l ,

⋯
, 一 梦2

/势
。 ,

O ,

⋯
,

吟

(4 )
”‘。 = <o

, o
,

⋯
,
一 ,

, 。+ ,

/ , ‘。 , 1 ,

⋯
,

o>

。卜 : 二<0
,

0
,

⋯
,
一 , ,

/梦‘
。 ,

0
,

⋯
, 1>

其他分量都取零值
。

然后令
、‘

l
‘

⋯
上述每一向量的分量中

,

除两个分量外
,

2 1 = “ l

Z
‘
= “‘一置袋

几 (落= 2 ,

一
,

一 l)
(5 )

. 一 1

Z
。

二 一 Ff(X
O) + 艺

李一 1

Ff(X
。)A Z , ,

-

一一反下万几万, 一
~

~ J

“ J ~ “了

‘: 》
表示列向乖
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定理 2 对于正定二次函数 (方程(1 ))
,

按 (3) ~ (5) 式确定的Z ‘ (葱= l
,

⋯
,

时 是一

组关于 A 共辆的非零向量
,

且满足

Z丁j f (X
。) = 0 (坛= l

,

⋯
, 。 一 z ) (6 )

证明 由(4) 式可知叮Fj( X O) = o “二 1 ,

⋯
, n 一 1)

,

由(5) 式可知 Z
‘

是, , ,

⋯
, 。。

的

线性组合
,

因此式 (6 )成立
。

用数学归纳法容易验证 Z , ,

⋯ Z , 一 ,

关于 A 两两共扼
。

又有

: T, : 。 一 z T, 卜Fr(x
。) +
窗 叫粼华多

: : ,

1
一 。 (, -

L i” 1 乙 于月 乙 j J

,

⋯
, 刀一 1 )

所以Z
: ,

⋯ Z ,

是一组关于 A 共辘的向量
。

最后证明 Zi 今0 (￡= 1 ,

⋯
,

哟
。

对于1《i( : 一 1
,

若有 Z
* 二 0 ,

由Z ‘是。 : ,

⋯
, 。‘

的

线性组合且组合系数不全为零可知
,

这时。 ; ,

⋯
, 。 。 _ ,

必线性相关
。

但由 (4 )式可知
,

这是不可能的
。

若Z
,

二 o ,

则有

。r‘X
。, 一

葱哄揪蠢笋
Z 了

上式两端与Ff(X
。)作内积

,

由(6 )式可得 Ff(X
。) , Ff(X

。) 二 o ,

此与前提 Ff(X
。)气0相

矛盾
。

一般 目标函数在其极小点附近可以用正定二次函数来近似
。

f (灭 )、f(x
。

) + : f(x
。

) , (x 一 x
。

) +
弃(x 一 x

*

) , 。,
f (叉

,

)(叉 一 x 。)
、 - -

一
产

’

2
\

一

因此可考虑用俨j( X 户代替(5 )式中的矩阵 A
.

但是
,

如在迭代过程中直接 计算二 阶导

数矩阵
,

其计算量很大
。

由于
,

当 !}Z }充分小时
,

有

「2
了(X

* ) Z 、 Ff(X
。+ Z )一 Ff(X

; )

于是
,

对充分大的正数 夕
,

有

FZ
r(x

, ) : J、 , !}:
,
}}{
。r(x

,

份导下、
一 。r (x

。

) 1
L 、 夕 11力 了】】/ J

(7 )

因此
,

对于一般目标函数 f
,

可按如下方法确定在 X
。

处的搜索方向Z
。 .

设

Ff(X
。

) = <夕(l*
’,

, 铲, ,

⋯
,

夕铲补等。

取,胃满足 { (8 )

},胃I = m a劝{ }夕铲
’
} }

1

“
‘ 几

令

嵘
, = <1

,

o
,

⋯
, 一

刃)/ ;钾
,

o
,

⋯
,

吟

”
梦
’二<0

, 1 ,

⋯
, 一 ; 铲

, / ;胃
, o , : 二 , 0>

”

钾= <0
,

o
,

⋯
, 一

衅
+ ,

/嘴
,

1 ,

⋯
,

吟

。
华

1 二 <。
,

o ,

⋯
, 一

君物气份
, o

,

⋯
,

1>

(9 )

、、

⋯
l

||
.

1
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Z铲
’二 。
梦
’

Z 铲
’= 。
铲
’-

‘一 1

艺 a份Z梦
, (￡= 2

,

⋯
, : 一 z )

j = l
{ (10 )

式中

·份兴爵不豁{豁等
感= 2

,

⋯
,

一 1 ;

j = 1 ,

⋯
,

公一 1
(1 1 )

利用式 (7)
,

并注意到: 铲)和么梦, (j 二 1
,

⋯
, 。 一 l) 均与Fj( X 日正交

,

实际计 算时按如

下公式确定(1 0) 式中的系数
:

今 a
省 =

(。: ), ·。,
(
x *

喘拳
丁)

(z 、
。 ), ·。,

(
x · +

帚告)

艺二 2 ,

⋯
, 笼 一 1 笋

j= 1 ,

⋯
,

落一 1

(12 )

最后令

协一 1

Z , = Z铲) = 一 Fj( X 刃 + 艺
i 目 1

Ff(X
。) , FZ

f(X
, )Z竺

今 ,(Z梦’)
, F

’

f (X
, )Z铲

Z梦 (1 3 )

同理
,

实际计算时按下述公式确定搜索方向
:

_

_ _ 「
_

, _ Z 铲) 、
_

_
_

1

一 I Ff(X , )
2

’

1 Ff‘X , + 丁而万石丽j , 一 Ff(犬
。
) I

几一
Ff(X 。+

恩一 下允泞
一

不拼肾碳分下
一卫时

,

(14 )

戈乙丫
’

)
‘

FJ I人 希 + 二下下石飞可下~

j
、 y }}刀 万

一

}} ,

如果俨f(X
。)正定

,

取 夕充分大
,

可以保证
,

~
, ‘ 、 、

. ,

/ 一
.

2 护) 、、
_

气乙丫”
‘

FJ气人
“十下恼画 )户

u

这由下式可知
:

(z ,
, ) ·。r

(
x · + Z铲

夕112 梦
’
{})
一 ‘z 梦, , ’

「f(X
。)

·

摧二
F Z

, (x
·)‘:

) + 。

(去)下篙不{
(Z ( ) , FZ

f(X
, ) Z铲

’

尹112梦
)
}}

. 。

/ 1 、!}Z铲
)
11

宁 U . 一 .

一
、 y , 夕

对一般的连续可微函数
,

按上述方祛得出的向量 Z (1&
’,

⋯
,

Z索
: 仍与FI( X 动正交

,

但 Z铲
, ,

⋯
,

Z华
: ,

Z铲)一般不再具有共扼的性质
。

从 X 。
出发

,

沿Z 。二 Z铲
)对了作一维

搜索
,

得点 X 。 + :
.

若Fj( X , 十 : )等O
,

便再从 X 。早
:

出发重复上述做法
。

如此形成一个迭

代算法
,

我们称它为恰当共辘方向法
。

在实际应用上述方法时应取 夕适当大
。

因为
,

从式 (7) 考虑
, y 取得越大越好

;
但

考虑到计算机的精度限制和误差的影响
,

夕又不能取得太大
。

为了提高收敛速率
,

应当针

对不同的 X
k

和 Z , 分别选取 夕的值
。

为此在计算 (12) 和 (1 4) 式之前
,

可插 人一个子程序

去确定参数 y的值
。

但这样又会增加计算量
。

从实算情况来 看
,

把 夕的 值 固 定影响不

大
。

根据实算经验
,

取尹= 10
,

效果就很好 (在 IBM一P C机上计算)
。
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算法步骤与收敛性

设f( X )( X 〔 E
”

)连续可微
。

求解问题 m in f( X )的恰当共扼方向法的步骤如下
:

X 任 E
”

(l) 选定初始点 X 。和精度要求

(2 ) 计算Ff (X
, ) = <梦铲

’,

, 铲
’,

用其他停止谁则 )
。

(3 ) 按 j“胃! 一
,

取其中下标最小者)

Z 。= Z 铲’
.

(4 ) 从 X
。

出发
,

若满足
,

停止计算
,

并置k: 二0
.

夕(n&’
>

,

并检验 1!Ff(X
。

) }}《
。是否满足 (也可改

得近似解 X
。 ; 否则

,

转(3)
。

n la X

‘ 宕‘ 月

{ }梦梦
’
! }确定 ￡。 (如有多个分量的绝对 值同时达到最大

,

然后按 (9 )
、

(1 0 )
、

(1 2 )和 (1 4 )式算 出 Z铲
’ (艺= z

,

⋯
, n

约定

并令

沿么
k

进行一维搜索
,

求得久
, ,

使

f (X
。 + 久* Z

。

) = m in f (X
。 + 又Z 。) 葫

并令 X
* 十 , = X

。十从 Z ,
.

然后置k: = k 十 1 ,

返回 (2)
.

定理 3 设f
:
E

n

‘ R 具有一阶连续偏导数
,

给定 X 。任 E
” ,

并设水平集 { X !f( X )

《l( X 。)
,

X 任砂 }有界
。

令{ X 好是 由上述恰当共辘方向法产生的点列
,

则 汀(X 日} 为

严格单调下降数列
,

且
图

(X 。存在
。

并且
,

{ X 母的任意聚点 X ‘
都满足 Ff(X ” 一“

·

证明 由Z铲)的构造可知

Ff (X
。

)
少
Z铲) = o (i = z

,

⋯
, 。 一 1 )

从而可得

Ff(X
。)r Z铲)= 一 ljFf(X

。

)l}
’

故知
,

当F爪 x 刃等。时
,

必有Fj( x 日, Z铲仗0
.

从而有 (用 占表充分小正数)

f(X
* 十 1

)= f (X
。+ 几

* Z , ) = m in f (X
。+ 久Z 。)《f (X

* + d Z
。

)
几

= f(X
。) + ‘Ff(X

, ) , Z
, + o (占!】Z

。

}!)< f(X
, )

所以 {j (X 日} 是严格单调下降数列
。

由定理的条件可知数列 {l( X
、

)} 有 下界
。

因此

四
(瓜) 存在

。

记
阿

(X 。一f气 因 {X
,

} 为有界点列
,

故必有收敛子列
。

设子列

{ 工
* :
无任

‘

, 玄
,

}收敛于 X 气 下证Ff (X
釜

) = 0
.

假如Ff(X 勺等 0 ,

则可按恰当共辘方向法产生 f在 X 荃处的下降搜索方向Z 气 即

Ff(X
关 )

Z梦

一

J曰
J

一Z 了

,呻卜.�.匕口.以梦

Z 釜 = 一 Ff ( X 关 ) + 艺
i = 1

F““, ,

!
F‘
(
X · 十

满箭)
‘“”

’F‘(
X · +

尚)
式中Z 了 ( J二 1 ,

⋯
, 。 一 l) 的计算公式可相应列出

。

于是
,

对充分小的正数 凡
,

有

f ( X 苦 + 久Z
釜

) < f ( X 誉 )

同时
,

又有

f ( X
, + ,

) = f ( X 。 + 久
七
Z

,

)《f ( X
。 + 几Z 。)

再注意到{X
。+ l :

k任』心
门

}也是有界点列
,

设其子列{X
, 十 1 :

k e
‘

%子
‘

}收敛于 X
,

这里
.

久
产 ‘

c

男
.

在上述不等式两端
,

令无任‘甲
,

‘ ,

无‘co
,

取极限
。

由Fl( X )连续和 Z 。 的构造可知
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h m Z 。= Z 气 因此可得
七叶。,

f(叉)( f(X
餐 + 久Z 势)< f(X

鉴

)

但是
,

由 f 的连续性
,

f(叉 ) = lim f(X
。十 : ) = f

苦 = lim f(X
,

) = f(X
鉴)

七呻.

k 〔
.

犷
矛

七
创, 的

k 任
.

才
声

至此得出矛盾
。

所以Ff(X 勺 二 0
.

推论 若 f
:
E

”

, R 是满足定理 3 条件的凸函数
,

则由恰当共辘方向法产 生 的点列

{ X
,

}的任意聚点都是问题 m in l( X )的最优解
。

X 任 E
”

由上节的论述可知
,

恰当共辆方向法具有二次终止性
。

关于此法的收敛速率
,

以下

述结论可得到初略 了解
。

定理 4 对于二阶连续可微函数 f
,

设 Ff(X 刃钾 0 ,

且俨I( X 日正定
,

则按(8)
、

(9)
、

(1 0 )
、

(1 1) 和 (13 )式确定的搜索方向Z 。与牛顿方向一致
。

即有下式成立 ( a 为某

一正数 )
:

一
[F

Z
f(X

* )]
一 ’Ff(X

, ) = a Z 七

证明 由定理 2 可知
,

按 (8) ~ (1 1 )和 (13 )式确定的 Z华) ,

⋯
, Z
溉

,

Z铲)是一组关

于 FZ
f (X

。)共辆的非零向量
,

且 z气
七、,

⋯
,

Z华
:
均与 Ff(X

。) 正交
。

于是向 量

一
〔F

Z
f

·

(X
*

) }
一 ’

Ff(X
, )可由Z (l&

, ,

⋯
,

z 铲
’线性表 出

:

一
[F

Z
f(X

,

)]
一 ’Ff(X

, ) = a : Z (l’) + ⋯ + a 卜 : Z袋
皿 + a 。

Z铲’

上式两端同乘 FZ
f(x

, )
,

然后与 Z铲) (‘= z ,

⋯
, : 一 1 )作内积

,

便可得知 a 。二 o (云= i ,

⋯
, n 一 l)

。

因此
一
[F

Z
f(X

。

)]
一 ’Ff(x

。)二 a
。

z铲)

式中

_ _ 一 (z铲)) , Ff(X
* ) _ }IFf(X

:

)lj
“

\
n

“ ”

一不刃万 ,丽叮硬不)玄沪一硬玄孽,了牙丽分丈了刀
一

砰
’/ u

由此可知
,

在极小点附近
,

由(8 )
、

(9 )
、

(1 0 )
、

(1 2 )和 (1 4 )式所产生的恰当共扼方

向法的搜索方向近似于牛顿方向
。

但恰当共扼方向法的搜索方向并不等同于牛顿方向
。

它只用到目标函数的梯度
,

而勿需计算H esse 矩阵
。

3 实算举例

本文用恰当共扼方向法在 IBM一P C / X T 计 算机上解算了大量题 目
。

一维搜索采用

进退法
。

实算结果表明
,

恰 当共扼方向法的收敛速率明显优于共辆梯度法
。

从迭代次数

看
,

也明显优于D F P变尺度法 (〔3〕
、

〔4 ] )
。

下面列举几个计算结果 (参数 夕都取为1 0)
。

例 1 目标函数是香蕉函数

f(
: : , : 2 ) = 1 0 0 (: : 一 二

釜)
2 + (l 一 劣 ;

) 2

求最小值
。

问题的准确最优解为 X 釜 = <1
,

1>
,

最优值为f
苦 = 0

.

取初始点 X 。二 <
一 1

.

2
,

1>
.

用恰当共扼方向法迭代 16 次得

x 于= l , 0 0 0 0 6 9 2 5 1 0
, 劣 2 = 1

.

0 0 0 14 5 3 0 4 5
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f(劣
, , 劣 2

) = 9
.

4 1 6 6 5 9 9 6 8 2 x 1 0
一 ’

用 D FP变尺度法计算
,

达到同级精度的结果
,

需迭代32 次
。

例 2 m in f(
‘ l , : : )二 一 :

荃
e x p 工z

一 x
圣
一 2

.

2 5 (:
: 一 : 2

)’]
.

此问题有两个 最优解
:

X 亨= <1
,

1>
,

X 兰二 <
一 1 , 一 1 >

.

最优值了
‘ = 一 1

.

取初始点 X 兮二<0
.

1
,

0
.

1>
.

用恰当共

扼方向法迭代 6 次得

金 ; 二0
.

9 9 9 2 7 2 6 6 5 3 3
, 劣 2 = 0

.

9 9 9 1 7 7 9 6 9 7 9

f(
劣 , , x Z ) = 一 0

.

9 9 9 9 9 8 92 1 5 3

用D FP变尺度计算
,

达到同级精度的结果
,

需迭代10 次
。

取初始点 X g = (0
.

1 , 一 0
.

2 >
.

用恰当共扼方向法迭代 6 次得

劣 一 = 一 0
.

9 9 9 4 8 5 6 7 9 8 0
, 劣 2 = 一 0

.

9 9 9 8 4 5 7 8 7 1 4

f(
: ; , : 2 ) = 一 0

.

9 9 9 9 9 9 1 7 9 0 8

用D FP变尺度法计算
,

达到同级精度的结果
,

需迭代12 次
。

例 3 m in f(
: , , : 2 , : 。 , : ‘

) = (:
; + 10 :

2

) 2 + 5 (: : 一 : ‘

)2 + (劣 : 一 2 : 3 )召+ 10 (: : 一 劣。)魂
.

此问题的最优解为 X 苦 = <o
,

0
,

。,

。>
,

最优值尹 = 0
.

取初始点 X “ = <
一 3 , 一 1 , 。, l)

.

用

恰当共辆方向法迭代 12 次得
:

公 l
= 5

.

6 13 6 1 6 9 3 9 4 x 1 0
一 3 , 劣 2 二 一 5

.

5 5 5 0 4 2 9 2 9O x 1 0
一4

劣 3 = 3
.

0 7 4 8 4 9 2 9 7 1 x 1 0
一 a , 劣4 二 3

.

0 6 8 7 6 4 9 1 9 7 x 1 0
一 3

f(
: , , x : , : 3 , : ‘) = 6

.

0 5 6 8 1 2 6 5 1 7 x 1 0
一。

用D FP变尺度法计算
,

达得同级精度的结果
,

需迭代 34 次
。

9

例 4 m in f(
: ; ,

⋯
, : : 。) = 艺 (劣

‘一 :
l

, l

)2 + (l 一 : ,

) 2 + (l 一 : ; 。)2

弓= 1

此问题的最优解为 X
‘二 <1

,

1 ,

⋯
,

1 )
,

最优值尹 = 0
.

取初始点 x “二 (l
.

5 ,

0
.

5 , 2 ,

⋯
,

2 >
.

用恰当共辆方向法迭代 9 次得

2 2 = 1
.

0 0 0 0 0 0 9 4 0 3
, 劣 2 = 1

.

0 0 0 0 0 14 9 0 3
, 劣 a = 1

.

0 0 0 0 0 3 7 6 2 5

劣 4 = 1
.

0 0 0 0 0 7 1 4 3 5
, 劣 5 = 1

.

0 0 0 0 0 1 6 9 0 2
, 劣。= 1

.

0 0 0 0 0 0 2 0 6 7

劣7 = 0
.

9 9 9 9 9 9 7 5 8 2 9
, 劣s = 0

.

9 9 9 9 9 9 7 2 9 4 9
, 劣。 = 1

.

0 0 0 0 0 0 1 3 4 9

‘, 。= 1
.

0 0 0 0 0 0 4 0 2 8
,

f(
: : ,

⋯
, x , 。) = 1

.

6 9 4 9 4 6 5 2 13 x 1 0
一 ’“

运算时间41 秒
。

用D FP变尺度法计算
,

达到同级精度的结果
,

需迭代 57 次
,

运算时间87

秒
。

其他计算实例不一一列举
。

总之
,

从实算情况看
,

恰当共辘方向法的收敛速率和计

算稳定性都是良好的
。

关于此法的收敛速率的确切估计有待进一步研究
。

[ 1 〕

〔2 〕

[ 3 〕

[ 4 ]
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一类集值映射的高阶微分

吴 孟 达

(系统工程与应用数学系)

摘 要 在文〔1〕中
,

H
.

T
.

B a n b 与M
.

Q
.

J胡 ob s讨论了集映0 : B 饥 , J (左
”

)的一阶微分
,

分别给出了O可微的充分条件与必要条件
。

本文改进了文〔l〕的工作
,

证明了〔l〕中条件(3
.

2)

的限制是不必要的
,

从而得到了0 可微的充分必要条件
,

及较为简洁的 0 微分解析 表达式
。

在文中也讨论了9 的 k阶微分
,

得到了口无阶可微的充分必要条件及无阶微分的解析表达式
。

关链词 集值映射
,

H au sd o迁f距离
,

集映微分
,

集映高阶微分

分类号 0 17 2
.

1

1 预备知识

R
”

上的范数取作」}到 = m a x
}
: ,
}

,

R
”

中非空紧凸集全体按 H a us d or ff 距离而 所成的
l ‘ j‘ ”

度量空 I’ul 记作男(R
“

)
,

(寿 (A
,

B )念m a x {
su pd (:

,

B )
, su p d (甲

,

A )})
,

根据 R a d str om 嵌人
二 C A 犷C B
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