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一类集值映射的高阶微分

吴 孟 达

( 系统工程与应用数学系 )

摘 要 在文〔 1〕中
,

H
.

T
.

B a n
b 与M

.

Q
.

J胡 ob s讨论了集映 0
: B 饥 , J (左

”

)的一阶微分
,

分别给出了O可微的充分条件与必要条件
。

本文改进了文〔 l〕的工作
,

证明了〔l〕中条件 (3
.

2)

的限制是不必要的
,

从而得到了 0 可微的充分必要条件
,

及较为简洁的 0 微分解析 表达式
。

在文中也讨论了 9 的 k阶微分
,

得到了口无阶可微的充分必要条件及无阶微分的解析表达式
。

关链词 集值映射
,

H au sd o迁 f距离
,

集映微分
,

集映高阶微分

分类号 0 1 72
.

1

1 预备知识

R
”

上的范数取作」}到 = m a x
}
: ,

}
,

R
”

中非空紧凸集全体按 H a us d or ff 距离而 所成的
l ` j ` ”

度量空 I’ul 记作男 ( R
“

)
,

(寿 ( A
,

B )念m a x {
s u p d ( :

,

B )
, s u p d (甲

,

A ) } )
,

根据 R a d s t r o m嵌人
二 C A 犷C B
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( D e P a r tm e n t o f A P P l i e d M a t h e m a t i e , a n d S y s t
em E n g i n e e r i n g )

A b s t r扭 e t

I n t h i s P a P e r
,

a m e t h o d f o r s o vl i n g u n e o n s

atr i n e d o P t im i z a t i o n P or b lem
s ,

w h i e h 15 e a l l e d “ P r o P er
e o n j雌

a t e d i r e e t i o n 侧 e t h o d ” , 15 d ve
e l o P e d

.

C o m P a r e d

w i t h g en
e犷a l e o n ju g a t e d i r ec t i o n m e t h o d , s u e h a s t h e e o n j u g a t e g r a d i e n t m e t h o d ,

t h i s m e t h o d w i l l s a v e a g r
ea t d e a l o f o n e一 d im e n is o n a l s e a cr h w o r k a n d r a i s e

t五e r a t e o f e o n v e r g en e e
.

K e y w o r d s : e o n v er g e n e e ,
u n e o n s t r a i n e d o P t im i z a t i e n P r o b l e m

, P r o P er e o n -

ju g a t e d i r e e t i o n m 民h o d
, e o n j u g a t e g r a d i e n t m e t h o d

, o n e 一 d im e n s i o n a l s e a cr h
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定理 (【21)
,

男 ( R
”

)可以被等距同构地嵌入到一个线性赋范空间B ( R
”

)中去
,

为 后 面叙

述方便
,

在此对嵌人过程作一简单介绍
。

在男 ( R
”

) x
毋 ( R

”

)上定义一个等价关系如下
:

(多
, , g :

) 、 (劣 2 ,

夕2 ) <~ 》 劣 ; + 歹: = 劣 : + 夕
;

令 B ( R
”

) = 男 ( R
”

) x
男 ( R

”

) /、
,

其中元素记作 <
: ,

, >
,

( :
,

, 任男 ( R
n

) )
,

B ( R
介

)中范数

定义为
:

l <
: ,
夕> l = dB ( :

,
梦)

加法与数乘定义为
:

<
: ; , 歹:

>+ <
二 2 , 夕2

> = <
: : + : : ,

夕:
+ , 2

>

<a
: , a夕>

, a > 0时

<
一 a , , 一 a : >

, a
< o时

r..、
.
.̀

一一
、

、

/
夕劣

了吸、
口

于是 B ( R勺 成为一 线 性 赋 范 空间
。

又 定 义 万 :

男 ( R勺 , B ( R勺
, 汀 (劝 = <

: ,

吟
: 任男 (尸 )

.

容易验证 二是一个等距线性嵌人
。

V A任男 ( R勺
, 汀 ( A )念通

.

对于通常的 。 元实值函数。 R m
, R

’ ,

约定如下微分记号
:

n
_ _ , 、 , , 、

三
月 `

d 肚
, 、 `

r 共 “ d 、
, 、 , J _ , 、 . , 、

口 “ L二。夕` 。 劣 , = 治
: 自 劣

’

丽
L劣 o 少兰、高 d 劣

’

丽 )
“ L劣 。少 L J 劣七 z`

’

一

)

一般地

D ’ · `一 , “̀ · ,“
(名

: “ 一

斋)
’ · (· 。 )

D
r· `一 ,“ · ,“

(孟
” 一

晶)
’ · (· 。 )

给定一个集映口
:
R价 , 劣 ( R

”

)
,

称口在
二 。 任 R “ 处 , 一可 微 是 指

:

心么汀 (口 )
:
R仍 ,

B ( R
“

)是可微的
,

即存在一个连续的线性映射 D后 (丸 )
:
R `

, B ( R
”

)使得

幼 (: ) 一 幼 (: 0 ) 一 D洽 (肠 ) (: 一 : 0 ) = o (!
: 一 : 。

l ) (劣 ,
: 。 )

称 D幼 x( 。 ) ( J劝为口在
: 。处 (关于自变量增量 J劝 的一阶微分

。

最后引入两个记号如下
:

`
1

` R
·

,“
{
A任 ` ( R

·

)

}
A -

fl 〔a , ,

b ,
]

, a , ,

b , 任 R
’

B : ( R
”

)二 { <A , B >任B ( R
”

) IA
, B 任男

: ( R
几

) }

汇
a j ( : )

,

b j ( : ) ]
,

其一阶微分 由【1 ]中定理
.

n介

2 主要结果

关于集映口
: R 仍 , 男

,

( R
”

)
,

口 (劝 =

3
.

1 ,

定理3
.

2已有如下结果
:

若口在
劣。 e R仇处万一可微

,

刀户 ( x
。
) (」x ) 二

若进一步假设有

由刀后仕 。 )线性知
,

日A ` ( 劣 。 )
,

B ` (劣。 ) 任田 ( R
”

)使得

艺 」: `

<A
`
( x o

)
,

B
`
( x

o

) > (」: 任 R ” ) ( 1 )

<通
:

( : 。 )
, B

.

(` 。 )>任 B
,

( R
”

) (落= z
,

2 ,

…
, 。 ) ( 2 )
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则j a ,

b了
:
R “

, R
’

在劣。处是可微的
,

J = 1 , 2
,

…
, 。

.

反之
,

若妒
,

夕
:
R仇 , R `

在
: 。处是可微的

,

则口在
: 。处是万一可微的

,

且

( : 。

卜筹
( 二。 )

,

, : (: 。 )〕
夕

, : 。· 。

卜筹
(· 。 )

}
,

-

,J凌.

a

......L
协

nD幼 ( 劣。 ) ( J 劣 ) = 却
·

<了 . 1

3)4)5)
了.、产`、
声
亨、fl [a 了(

: 。 )
,

J = 1

式中a 了(勒 )
,

夕蓄(
二 。 )是满足下述不等式的任意实数

a 圣( :
。 ) ( 刀丢(

: 。 ) 葱= 1
, 2 , … , 。 , J = l , 2 ,

…
, “

a 、 (二。卜筹
( : 。 ) 、 , 、 (: 。 ) +

影
(· 。 ) `一 : ,

2
,

…
, 叨 , ,一 1

,

2
,

…
, ·

先将 ( 3) 式右边写成较为简洁的形式
,

接着证明条件 ( 2) 式是不必要的
。

记
d a , ,

一 ; 丫飞 L劣
。 少

口劣
.

。、二影
( : 。 )

叫

J 劣三= !
0

一 d 劣
`

J 劣 `
> 0时

d 劣
`
《 0时

血o
一一劣d

于是 艺 」劣 `

` = 1 < fl [a 笛

,

J : `
> 0时

, 」护《 。时

+ a
鉴

,

声谧+ b诬
了 ` l

fl [a 谧
,

刀荟
j = 1

艺 」劣草 [a 谧+ a

盖
,

声落+ b该]
,

fl [ a 奋
J = l

,夕
,

刀; ,夕
+

.

月
.

广/
\

+

叠
” 二`

<
J

fl [a 4
,

夕们
= !

fl [a 奋
了= I

一

<众!孟
“̀ · `·

`+ ” “ “ ’̀ ,

呈
沼吕 主

+ a

谧
,

声奋+ b奋]夕
”̀ · `” `+ ” · `”`) 」

,

【习 (」: ` a 尝+ 」: 三a 寻)
, 艺 ( d 二

`

刀奋+ J : 三b蓄)
,

n

了= l 心一 1 ` = 1 }夕
协n/ 六 「只

== 久 1 1 1乙 J 劣早a l
、 夕二 1 L f . 1

全 圣
` . 1 夕 = 1 L启

: d 劣二“ 云,

` = 1

d : , 6、
]>

, . .J.. .

.

J
...

b
.

.口

劣d

,

川月
.习

协+劣jJ声

习 d : ` a
笛

协

n

,

二
’ f一 1 ` = 1

+
.

J

a

`leel
l

fl [a
矛+ D a j (肠 ) ( d 劣 )

,

夕
j + D b j (劣。 ) (刁劣 ) ]

了= l

n 〔a , ,

声,
]

J 盆 1 >

/又、/` \

式中
a J ,

声,是满足下述不等式的任意实数
:

a , ( 刀
,

a J + D a 了 (才。 ) ( d劣 ) ( 声
J+ D b , (劣。 ) ( J劣 )

故 ( 3) 式成为
: `

( 6 )

( 7 )

I, “ (劣。 ) (』劣 ) = \ ,=ll
; La

`

+ L, a “ 劣。 ’ 气d 劣 ,
,

p
`

十 L, ”
`

L劣。 , L。 劣 , ’

11 〔a , ,

刀
J ] ( 8 )

了 二 >
引理 1 B

l

( R
.

)在 B ( R
”

)中闭
。

证明 在。
:

( 。
·

)中任取一个收敛点列
{<众

a 二
,

b镇]
,

fl 。感 它是 B ( R
n

)讨
护O

少 = l
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中的一个C au e h y列
,

J}<力
;

〔· `
, ” `”

从而

fl [。
j 二 1

;
,

” : 〕
>

一

<力
;

〔· `
, ”` ,

,

n [。李
, “ ,

浏
一 。

(护
, 泞` oo )

今
“
(户

;

〔· ` + “
,

“ ` 十 ” ` ,
,

n 〔耐 + 衅
,

石二+ b圣J)
, 。

:> V夕 al’ + 鲜
一
武 一 可! , o ( ,

, s
, oo )

今 {
a谧一 。落}

:

是 R
’

中的一个 C a u
hc y yIJ

,

同理
,

{ b谧
一
况 }也是 R ’

中c a u e h y列
,

从而 日a J ,

b J 〔 R `
使得

a二一 。咨,
a , ,

b荟一 石蕊, b, ( s
, oo

,

J = 1
.

2
. ·

… 冷 )

今 <方
,

〔· `
,

吞̀ ”

n [
a 泛 ,

fl [。二
, ` ; 〕

>
一
<力

,

〔a , + · ’ ,

“ ’ + ” ”
,

,
,〕
>

。 B l `R ”

,

其中 a , ,

声
,是满足下述不等式的任意实数

:

丁
a ,、 ,

,

La J + a J ( 声J + b J

设 貂在
劣 。任 R 价处汀一可微

,

B
:

( R
”

)在 B ( R
”

)中闭
。

则 ( l) 式成立
,

并且

(证毕 )

l幼 ( : 。 + J : ) 一 心 ( : 。 ) 一 D夕 ( : 0 ) ( J 劣 ) l
_ 。

一

一
一飞 1 面

一

—

—
一 ~

V

皿口 劣石
( I J

:
I} , 0 )

故 V艺 ( 1 ( 落《 仍 )
,

令 d 劣== d 劣
`

心 (x 。 十 」劝

」2 `

· e , ,

有

一 后 (劣 。 ) 一

“ “ 一 ,
, ” “ 一 ,>

}}
_ l}幼 ( z

。 + 」劣 ) 一 幼 (二 0 ) 一 D后 (劣。 ) ( J x ) }I

I J
:
}}

, O ( J x `

, 0 )

`
(劣。 )

,

B
`
( : 。

> (」: `
, 0 )

从而据引理

要的
,

即有

推论

夕业立土旦丝兰鱼过 , : A

」劣`

l
,

( A ` ( : 。 )
,

B ` ( : 。 )>任 B ; ( R
.

) (石= 1 , 2
,

…
, m ) 由此证得条件 ( 2) 是不必

于是
,

定理 1

若 口
,
R爪 , 男

,

( R
.

)在劣 。处 汀一可微
,

则 V J 劣任 R仇
,

D后 ( : 。 ) ( d 劣 ) 任B : ( R
”

)

得到下述结论
:

设给定一个集映 日 : a , 、
,

( 。
·

)
, ` 二 ; 。开

,

招 ( : ) 一 八〔a , ( : )
, 。 , ( : ) ]

了` l

口在 z 。 任 G 处万一可微 ` 二 >护
,

bj ( j = 1
,

2 , …
,

m ) 都在
劣 。处可微

。

并且当了2在
劣 。处 汀一可微时有 ( 8) 式成立

。

由于一般来说 D户 x( 。 )不再是一个集映
,

即一般地 D户仕。 ) (」劝 去毋
;

( R
”

)
,

故 要讨

论高阶微分
,

还需要下述命题
。



第 i期 吴孟达
:

一 类 集 值 映 射 的 高 阶 微 分 39

定理 2给定一个映射 F
:。 , B l ( R

·

)
,

a 二 R 。开
,

F (· ) 一

<力
:

〔。 , ( : )
, “ , ( : )〕

r l [吞
j ( : )

,

J 翻 1

夕 ( : , ,
>

,

则 , 在一 任。 处可微。
a , 一 创

,

b , 一 石, ( ,一 l , 2
,

…
, · ) 都 在 : 。

处

可微
,

并且当 F 可微时有
。 。

, 、 , , 、

/ 共
。 、 .

。 , ` _ ; 、 , 、 , ` 、 。 、 .

。 , , 才 , J 、 ,

口矛 L劣。八 d 劣少= \ 1 1 t a
`

十 L, La J 一 a ,

八 劣。 ) L d 劣 )
,

p
J

十 L, ( o J

一 D了

声钾。八 』劣 ) J
、 j 吕 1

n [a
夕,

夕
J
]

j . 1 >
式中a 了,

刀了是满足下述不等式的任意实数
:

a 了《 声了

a j + D ( a , 一 。 j ) (劣。 ) ( J 劣 )《 声, + D ( b J一 石j ) (劣 。 ) ( J 劣 )

( 9 )

( 1 0 )

证明 :> ) 设 F 在 劣。任 口处可微
,

由引理 1 知
,

:

<户
:

〔· :
, ` ; l

,

力
:
: ” 、

,

“ ,洛二`
A“ 一 ,

,

B “ 一 , > “ 一 ,
, 2 ,

一
,

使得

从而

D F (劣。 ) ( J劣 ) = 艺 J劣` ( A` (劣。 )
,

B
`
(劣。 )>

` = 1

I F (劣。 + d 劣 ) 一 F (忿。 )

一

11<方
: 〔· ’ `一 + 」` ,

一 D F (劣。 ) (」劣 ) l

b J (: 。 + J: ) ]
,

n [。
j (劣。 + J 劣 )

,

J 二 1

“ `一 + ” ` ,〕
>

<户
:

[
a j (: 。 )

,

b , ( : 。 )〕 n 【。 J (劣 。 )
,

J = 1

石“ 一 , ,
>

一

名
: ” 一

<户
: 〔·` ` 、」

,

户
: 〔。:

,

“ ,
>}

( a ` 一 。 , ) ( : 。 + “ ) 一 ( a ` 一 “ ` ) (` 。 ) 一 `

三” “ ( c `一 “ ` )!
,

(。 , 一 ` J ) (· 。 + 」·

卜 (。 , 一 。 j ) (· 。

卜暮
J一 (` ;

一 “ 、 )
}}

..皿.百...皿..百...

r
.、 .̀

= 皿n a X

1 ` j ` ”

卫生上望丝卫黔率塑竺鱼到
, 。 ( s}」

:

*I, 。 )

“ 。 劣 廿

:>
】】d

:

】】
巨

一 a j ) (` 。 + J: ) 一 ( a J一 。 , ) ( x 。 ) 一 习 d : `
( c
奋一 云鉴)

` = 1

, o ( ! }J: 】! , o )

=>

同理

少 一 。 了在劣。处可微 且刀 ( a , 一 吞 J ) (二 0 ) ( J 劣 ) = 习 J 劣` ( c 蛋-

` . 1
可 )

,

j = i ,

2
, …

b J 一 石j
在

二 。
处可微

,

且 D ( b , 一 石, ) (劣。 ) ( J 劣 )

必要性得证
。

= 习 d : ` ( d盖一 己落)
,

J = i ,
2

,

心. 1

一
。

…
,

二

令 ) 设 a 了一 。 , ,

b j 一 石, ,

J = l , 2 ,

…
, ,
都在 劣。 任 ` 处可微

,

令 f ( : 。 )
:
R `

, B
:

( R
n

)

为线性映射且

, (一 ) (“ ·

卜 <
,

仓
:

〔一 + D (一
。 , , (一 , (“ · )

,

, , + D (` , 一 ` , , (一 , (“ · , ,

fl [a
, ,

刀
J
]

J 二 1 >
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式中
a J ,

夕
j是满足 ( 9 )

、

( 10 )式的任意实数
。

!}F’ ( : 。 + 」: ) 一 F ( : 。 ) 一 f (
: 。 ) (」: ) }}

}旧间} 一

=
~

浮十 m a x { ! (
。 , 一 。 , ) ( : 。 + d : ) 一 (。 , 一 。` ) ( : 0 ) 一 D ( a , 一 。 , ) ( : 。 ) (』二 ) l

}} d 劣 }}

I( b J一 石, ) (劣。 + J 劣 ) 一 ( b j 一 石j ) (劣。 ) 一 D ( b j 一 石j )
·

( : 。 ) (」二川 , o ( }}」
:
!1, o )

F (习在 : 。处可微
,

并且有 D F (与 ) = 了(丸 ) (证毕 )

下面递归地定义口 (幻的高阶微分
。

犷 ( X
, Y )表示 由线性赋范空间 X映到 Y 的线性

有界算子全体连同算子范数一起所构成的线性赋范空间
。

口称为在 : 。 处是二阶二一可微

的是指
:
刀心 (

·

)
: R “

, g ( R”
,

B ( R
”

) ) 是可微的
,

即存 在 线 性 连 续 映 射 刀 ’ 夕 ( : 。 )
:

R 仇` g ( R仍
,

B ( R
几

) )使得

刀心 ( : ) 一 D心 ( : 0 ) 一 D Z

心 ( : 0 ) ( : 一 : 。 ) = o ( 11
二 一 : 。

11) ( 2 1 )

一般地
, 。 被称为在 劣 。处 无阶汀一可微是指

, D “ 一 `心 ( : )在
劣 。处是可微的

。

与 L3」中定 义 7 比较
,

显然这里的可微性条件较弱
,

〔31 中除要求 ( 1 1) 式成立以外
,

还要求 D ’ F (劝是一个集映
。

与通常实值函数的微分相仿
,

在讨论心的各阶微分时
,

总是

假定自变量增量」: 是保持不变的
,

在此约定下
,

我们称 D ’ 后仕 。 ) (」幻 2
为。 在

: 。处 的二

阶微分
。

称 D 无

公 ( : 。 ) ( J 劣 )
“
为口在劣。处的 无阶微分

,

可以简记为D 七心 ( : 。 ) ( J : )
。

( 1 2 ) 式

相当于

!{刀心 ( x ) 一 D幼 ( : 。 ) 一 D ,后 ( : 。 ) ( : 一 : 。 ) 1}

!!
: 一 劣 “

显然由 ( 12 )式可以推出
,

V 」劣任 R价

, 0 ( 11
: 一 : 。

!! , o ) ( 1 2 )

I{D后 (: ) (」: ) 一 刀后 (: 。 ) ( J : ) 一 刀
2

心 (: 0 ) (: 一 : 。 ) (」: ) {{

一 }分二讼
。
} 一

, o ( !}:
一 : 。

}1, o ) ( 1 3 )

而据据下面的引理 2 ,

由 ( 13 )式亦可以推 出 ( 12 )式
。

引理 2 设 Y是线性赋范空间
,

X是有限维线性赋范空间
,

f
, ,

f
。任 g ( X

, Y )
,

则

}}f
。 一

f
。
!}, o ( , * oo )专今 V

: 任 X
,

!}f
,

( : ) 一 f
。 ( : ) }1, o ( , , 二 )

证明 (略 )
。

据引理 2 ,

( 1 2 )式等价于 ( 1 3 )式
,

从而有

定理 3 设口
:
R饥 ` 男

:

( R勺在
: 。 的某邻域中一阶” 一可微

,

则口在 : 。处二阶二一可

微 <二势 V J 劣 e 丑气 一阶微分 D后 (
·

) (」劣 )
:
R “

, B ( R
”

)是可微的
。

对 无阶微分亦有类似结论
,

证明从略
。

由定理 1
、

2
、

3 ,

应用归纳法
,

便得到了所需的主要定理
。

定理 4 给定一个集映口
:
G , 男

,

( R
几

)
, G 二 R , 开

,

口恤 ) = n [
a j ( : )

,

b j ( x ) ]
,

j 二 l

则

口 ( x) 在 : 。任 G处 k 阶二一可微嚼一> 丫
,

bj (夕= l , 2 ,

…
,

时在
: 。 处都是 k 阶可 微的

。

并且此时有

D “
“ (一 , (” · ,一

<11 【a ) + D “ a J ( x
。
) (」

:
)

,

11 了 + D “ b j ( x
。
) (」劣 )〕

,

丁I [a 了
,

刀门>
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其中 aJ ,

声
了
为满足下述不等式的任意实数

:

!
a `《 声`

La J + D 忿 a j (劣。 ) (」劣 ) 《 声j + D “
b J (劣。 ) ( J 劣 )
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