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超空间上连续函数的存在性
’

李登辜料 余 滨

(系统工程与应用数学系 )

摘 要 本文对「1 ]中二个未曾解决的问题作了较详细的研究
,

并以定理 3 和定理 4 对

它们作出了圆满的解答 , 同时
,

得到一些有意义的重要结论
。
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J h o n 在文献 〔1] 中提出了两个问题
:

当度量空间 Y满足什么条件时
,

存在从超空

间x2 或 c ( x )到 f 上的连续函数
。

本文就上述问题作了研究
,

得到较满意的解答
。

同时

得到一些有意义的结论
。

1 定义和引理

在下面讨论中
,

如不特别声明
,

所论空 l’of 均为度量空间
。

定义 1川 空间 X 称为连续统是指
:

它是点数多于一个的紧的连通空间户

定义 21 1〕 设 X 是连续统
,

令
:
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Z X 二
:

土A 二 X
: A是非空的紧子集 }

,

口 ( X ) = { A 任 Z X :
A是连通的 }

,

则称x2 与 C ( X )是 x 的超空 I’of
,

X 为底空间
。

定义 3川 对任意 。
> o 和 A 任 Z x ,

定义 N
`

( 。
,

A ) 二 { x 〔 X
:

d ( x , a ) <
。 ,

对某个

” C A }
.

对任意 A
,

B 任 Z X ,

定义 H
`

( A
,

B ) 二 i n f { e
> 0 : A任 N

`
(。

,

B ) 且 B c N
`

( : ,

A ) }
.

易知
:

H
`
是 x2 上的度量函数

。

定义 4 l[ 〕 设 ( Y ,

d) 和 ( Z
,

对是非空的紧空间
。

函数尸
: Y , 2么称为在夕

。
处上半连续

是指
:

对任意 “
> o

,

存在 d ) o ,

当d ( ,
,

夕。 ) < d
,

今任 Y时
,

有 F ( y )〔 N
p

( e ,

F 勿 。 ) ) ;

称 F : Y ` 2 么是上半连续函数是指
: F 在 Y 中任一点都是上半连续的

。

定义 5 [ 1」 设 A
、 任 Z x ( i = z

,

2
,

… )
,

定义
:

il m su p 式 = { x 任 X
:

对无穷多个 艺
,

有U 门儿共必
,

其中 U 是含
x 的任意开集

,

巾是

空集下
。

引理 1川 设 Y 和 Z 是非空的紧空间
,

函数 尸 : Y * 2 2在夕
。
任 Y处上 半连续 的充要

条件是
:

对 Y 中的任一序列 {夕
,

}震
一 1 ,

当如 , , 。 ( :
, oo )时

,

有

l i m S u p尸 (夕
,

) 〔 F (梦。 )

引理 2[ 月 设 K和 M是非空的紧空间
。

如果 F
:

K , 2万在尹 e K处是 上半连续且有

F印 ) = { q }
, q 任M

,

则 F’ 在 尹处连续
。

引理 31 11 设 K和 M 是非空的紧空间
。

2
,

… )
.

设对任意
公任 K及 n 二 l , 2

,

G ( 劣 ) 二

函数 F
, :

K , 2盆 是上半连续函 数 (。 = 1

有
:
尸

,

( x) 。 尸 。 , 1

(劝
.

对任意
劣任 K

,

令

自 尸
。

( 劣 )
n = 1

则 G 是 K 到 2皿的上半连续函数
。

引理 4 [ 1 1 设 K
,

M
,

F
。

( 几= l
,

2
,

…
,

) 和 G 如 引 理 3 所定 义
。

再 设 对 任 意的

n = l
,

2
,

…
,

有
:

日 F’
二

( z ) = M
,

则 U 口 ( : ) = 万
.

之 已 K x C K

弓l理 5 〔, , 任一局部连通的连续统 X是单位区 l’of J = 【o
,

l] 的连续像
。

引理 6[ 幻 ( Y P H C O N引理 ) 设 A 。和 A
,

是一个正规空间 S 的两个不相交的闭子集
,

则存在一个连续函数 f
:
习` I 二 〔O

,

l]
,

满足了( A 。 ) = o 及了( A 、 ) 二 1
.

2 主要结果

定理

证明

任一非空的紧空间万是康托集 K 的连续像
。

~
, _

_

~ ~ 一
二 , 、 ` 。 ~

, 。 _ . ,

二
_

1 _

~ ~
.

` ~
二 _

了无 k 十八
, _ , 。

匕知
,

康化果 八就足仕诬 = LU
,

1J 甲云弹刀p竺形又以 石石
, .

布而一 万气” = 1 , 乙 ,

…
、 0 Q l

无= 1 , 2
,

… , 3
” 一 l) 的开区间而构成的

。

因此有
。 。

; 。。
, 1〕、 、 一

通
:

分(多
,

争)
下面分几步来证明

。

① 把M 分成
。
个非空紧子集 M

`
(艺= 1 , 2

,

…
,

)n 之并
,

且使其直径小于 1 ,

即

M = 口叮
,
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把 I 分成相应的 n

…
, 刀一 1 ) ; I

,

= ( c , 一 1 ,

2 ,

…
,

时
,

则显然有
:

个区间
,

这些区间为
: I : = [ o , c l

) , I ` = ( c卜 : , c ` )
,

l ]
,

并使
c , 〔 公 。

( i = l
,

2
,

…
,
忿一 1 )一令

:
K

` = I 、 门 K
,

K = 日 K
,

.

作函数 F
, :

K , Z M如下
:

对任意
: e K

` ,

( i二 2
,

3 ,

(玄= 1 ,

令

F
:

(劣 ) = M
`

(艺= l
,

2
,

…
, 刀 )

由定义 4 及 K 的特性易知
:

F
,

是上半连续函数
。

② 对每个万
` (￡二 l

,

2 ,

…
, : ) 分割成

: `
个非空紧子集万 ,.j

’ (j 二 1
,

2
,

…
, 。 *

)之并
,

且使每个子集直径小于喜
乙

即 万 , = U M丫
’ (落= x , 2 , …

, , ` )
.

相应地把 I
`
分成

, `
分

,

即

八
, )

e

{j
’ )

,

二 汇。
, c

(1
` ’ ) ; I (1

2 ’ = ( c (1
` ’ , c

(1z
, ) ; …

(葱= 2
,

3
,

…
, ” 一 1 ,

了认
, , = ( e , 一 : , c

w
: ) ,

夕二 1
,

2
,

…
, ; `

) ;

,

I l(n
`
) = ( c `护

` 一 ` ,
,

要求 e

.(0
’ 二 e ` 一 : , e

兮
` ,

n 一 1 ) ;
I铲’ 一 ( e (n

` ’
, e (nz , )

, … ; , :
” · ,一 ( e

:
”
一 ` ,

,

I飞
, ’ = ( c

毛j
一 ` ,

,

(名= 2
,

3
,

…
,

1」
.

并且要求
c

丫
’ 任

` 。 (￡= z , 2
,

…
, n , j = 1

,

2 ,

…
, , 、

)
.

令 K丫
) = K川 I丫)

,

则 有
:

2
,

…
, 忍 )

.

K丫) (苏二 1
,

气日é

一一K

作函数 尸 : :
K , 2肚如下

:

对任意
: 任 K丫)

,

定义

F Z ( : ) = 万丫
) ( i = z

,

2
,

…
, 。 ;

J = l , 2
,

…
, , ` )

由定义 4 及 K 的特性易知
:

F
:

是上半连续函数且对任意
劣任 K

,

有 F’ :

(劝二尸
;

(劝
.

③ 重复②的方法
,

要求每次分割的子集直径依次小于 1 ,

点
,

…
,

工
, ·

… 从而
自 林

得到一列上半连续函数 F , ,

F Z ,

…
,

F , ,

…
,

且有 F
, 、 :

(幻 c F
”

(幻
,

对任意 劣任 K 成立
。

对任意
: 任 K

,

令
: G (劝 = 门 尸

,

(劝
.

一连通予集的点数不多于一个的特性及引理

由F
,

( , 二 1
,

2
,

一 ) 的作法
,

易知
:

U
公 住 K

于是有

由引理 3 知
,

G 是上半连续函数
。

由 K的任

2知
,

G 是连续函数
。

F 。

( 劣 ) = 万
,

由引理 4 可得
:

口 G ( x) 二 M
.

x e K

G ( K ) = M (证毕 )

定理

证明

①

2 任一局部连通的连续统 X 是道路连通的连续统
。

设 劣 , 夕是 X 的任意两点
。

下面分几步来证明
。

把 X 分成
:
个非空的连通开子集 V `之并

,

即 X = U V `且使护`

径小于 1
.

因此可在 V `
(云= 1 ,

2
,

一
,

幻 中选出 。 个集合 K
: ,

K
: ,

…

使 叨最小
,

并满足
:

是紧的以 及其直

K
。组成一条链且

x e K
: ,

军任 K
。 ,

K
`
门 K

` * 1今少 (落= l
,

2 ,

…
, 叨 一 z )

对 I 作 。 等分
,

作函数 F , :
I* ZX如下

;
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F ,

(尹) 二

、 , ,

, 。

!
。 ,

斋)
二 ` , , 。

(景
,

平) (石二 l , 2 , …
,

叨 一 1)

K
`

U K
` 十 , , 尹= 上

{ 切
( 万。 , 尹二 1

由定义 4 易知
,

尸
:

是上半连续函数
。

② 因 K
`
自 K ,十 :

苦巾 ( i = 1
,

2 ,

…
, 执 -

。 一 1 )
.

由于每个K
`

是局部连通的连续统
,

(苦二 l
,

2 , …
,

叨 一 l )

1 )
,

故可取劣`
任 K

`门 K ` + ,

故可把 K
:

(宕= l
,

2
,

…
,

fn )

二 l
,

2
,

分成 : ,

个非空连

通开子集 V丫’之并
,

即 K
` 二 匕V丫, ( `二 1

,

2
,

…
, 。 )

,

要求护丫
)是紧的且其直径小于粤

.

`

对每个`一 1 , 2 ,

…
, m ,

可从集合 v 丫, ( ,一 1
,

2
,

…
, : `

) 中选出集合 K ?
, ,

…
,

K {叭
’

组成一条链且使解
`
最小井满足条件

:

: 。 、 l(
, , ,

: 1 。 、 (
, `

,
, 、 (1, , n 、 (1,

+ ; ,
箫。 ( , 一 1, 2

,

…
, 。 一 1 ) ; : ` 。 二:

, ` ,
,

K沪门 K丫
十 ” 等小 “ 二 2

,

3
,

…
, 。 一 1 ; 夕二 1 ,

2
,

…
,

m
` 一 1) , 肠

一 :
任 K驴

,

; 。 K护护
,

码
,门嵘

· , )今少 (j 一 ,
,

:
,

… , 。 一 , )
.

于是按照上 述顺序可 得到一条 从

劣 到 今的链
。

相应地把

【号
,

斋}
“ 一 ` ,

2
,

一
, 作。 `

等分
,

作函数 F Z : `一 2` ,“下
:

K、”
,

, 任

!
。 ,

命)
K丫

’ ,

, 任

(渝
,

斋)

脚
’ 口卿

` ” ,

, 一

孟
、 护

。 ,
, , = l

(
i = l ,

2
,

…
,

叨

j = 1
,

2
,

…
,

m ` 一 ; )

尹

!
l

ee|!
.、

…
一一

` 、产

尹
了̀、

,ó尸

4 知
: 尸 :

是上半连续函数且对任意
: 任 I

,

有 尸 2

(幻 。 尸
:

(幻
.

l一
忍1习

由定义

③ 不断重复②的做法
,

并且要求每次的分割子集直径依次小于 l
,

,

二 ,

从而得到一系列上半连续函数尸
, , F : ,

…
, 尸

, ,

…
,

且 有
:

F
。 十 : (劝 c F

,

(劝 (对任

意
: 任 I都成立 )

。

对任意
: 任 I

,

令 G (劝 = 门
协 . 1

F
。

(习
.

由引理 2 和引理 3及作法可知
,

G 是连 续函数

且口 ( 0) 二 : ,

G ( l) = 犷
.

故 G 就是 X 中的一条从
: 到 夕的道路

。

由
二 及 梦的任意性可知

,

X 是道路连通的
。

(证毕 )

推论 1 任一局部连通的连续统 X是局部道路连通的
。

证明 由题设知
,

X有连通且局部连通的基
。

由定理 2 知
,

X 的每个基都是道路连
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通的
,

从而 X 是局部道路连通的
。

(证毕 )

命题 1 设 x 是连续统
,

则存在连续函数了
: Z X 二竺多1

.

证明 由题设及 〔l] 中理论知
:

x2 是紧的H a us d or ff 空间
,

从而是正规空间
。

由引理

6 可得结论
。

定理 3 设 x 是连续统
,

Y 是局部连通的连续统
,

则存在连续函数了
: Z X

二事 Y
.

证明 由命题 1及引理 5 可得证
。

推论 2 设 x 是连续统
,

则存在连续函 数 f
:

x2 二二芬x 的必要条件是
:

x 是局部连

通的连续统
。

显然
,

推论 2 是定理 3 的特殊情况
。

从而定理 3 完全解决了本文开头提出的第一个

问题
,

即 Y 满足什么条件时
,

存在从 Z X到 Y 上的连续函数
。

推论 3 设 X 是连续统
, Y是局部道路 连 通 的 连 续 统

,

则 存 在 连 续 函 数 f
:

2x 理享Y
.

证明 只要注意到
“

局部道路连通是局部连通
”
这一事实

,

再由定理 3 可得证
。

定理 4 设 x 是连续统
,

Y 是局部连通的连续统
,

则存在连续函数了
:

c ( x )二二拼Y
.

证明 由题设及【11 中理论知
,

C ( X )是紧的 H au sd or ff 空间
,

从而 是正规空间
。

由

引理 6 及引理 5 可得证
。

推论 4 设 x 是连续统
,

则存在连续函数 f
:

c ( x )竺牛 x 的必要条 件 是
:

x 是局

部连通的连续统
。

显然
,

推论 4 是定理 4 中 Y 二 X 的特殊情况
。

从而引言中提出的第二个问题
,

即
:

Y 满足什么条件
,

存在从 C ( X )到 Y 上连续函数
,

可由定理 4 完全解决
。

从而 〔l] 中的

两个问题
:

X 满足什么条件
,

存在从x2 或 C ( X )到 X 上的连续函数
,

可作为定理 3和定

理 4 的特殊情况而完全解决
。

定理 5 设 X 是紧的 H au sd or ff 空间
, Y 是局部连通的连续统

,

则存在连续函数了
:

2x 巴事Y
.

证明 由命题 1 的证明过程及引理 5 可得结论
。

定理 6 设 X 是完全正则空间
, Y 是局部连通的 连 续 统

,

则 存 在 连 续 函 数 f
:

Z X : 止车 r
.

证明 由 X 是完全正则空间可知
,

2x 也是完 全 正 则 的
。

从 而 有 连 续 函 数 f
, :

x2 二琴 I ,

再由引理 5 可得证
。

对于超空间 C ( X )也有类似结论
,

不再一一列出
。

推论 5 设 X是局部紧的 H au sd or ff 空间
, Y 是局部连通的连续统

,

则存在连续函

数 f
: Z X二挥 r

.

证明 由 X 是局部紧的H au sd or ff 空间
,

故x2 亦然
,

由「3 ]知
:

x2 是完全正则空间
。

从而由定理 6 可得证
。

定理 了 设 X 是度量空间
, Y是局部连通的连续统

,

则存在连续函数 f
;

x2 二挥 Y
.
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证明 2x 是由 X 的度量诱导产生的度量空间
。

从而2x 赋以相伴的度量拓扑成为正规

空间
, 。

由定理 6 可得证
。

3 结束语

必须指出
,

以上所有定理及推论中的条件 (局部连通 ) 不能少
,

否则结论不一定成

立
。

反例如下
:
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如图 1 所示
,

易于看出
:

X是道路连通的连续统
,

但非局部连通
;

而 C ( I ) 二 C ( [0
,

1 1)
,

如图 2 的三角形 A B O所示
。
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图 l

如果存在连续函数 f
; :

有连 续 函 数 了
l o

f
Z :

故此时定理 2不成立
。

I竺牛

国 2

c (I 户二浮 x ; 又因为显然有连续函数了
2 : I二坏 c (I )

.

从而

X
,

但这显然不可能
,

即不存在 C ( )I 到 X上的连续函数 f
; ,
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E x i s t e n e e o f C o n t i n u o u s F u n e t io n o n H y P e r s P a e e s

L i D e n g f e n g Y u B i n

( D e P a r t m e n t o f A P P l i e d M a t h e m a t ic s a n d S y s t e m E n g i n e e r i n g )

A b s t t 吕 e t

T h e a u t h o r s P u t f o r w a r d t w o u n s o vl e d Por b l e m s i n t h e P a P e r [1 ]
,

t h e n

h a v e s t u d i e d t h e m i n g r e a t d e t a i is i n t h i s p a p er
, a n d h a v e s o l v e d t h e m c o m p l e -

t e l y b y t h e o r e m 3 一 4
.

M e a n w h i l e ,

w e g o t a s e r i e s o f i m p o r t a n t e o n e l u s i o n s
.
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