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二二维离散映象的拓扑嫡

刘伍明 兰马荤

(蒙自师范专科学校 ) (国防科技大学 )

摘 要 本文计算了二维离散映象在经过倍周期分岔
、

同周期分岔到混沌时的拓扑嫡
,

并得到这些映象通向混沌的各种道路和与其对应的拓扑嫡之间的关系
,

揭示了拓扑嫡与混 沌

之间的内在联系
。

关锐词 二维离散映象
,

拓扑嫡

分类号 0 4 1 1
.

1

二维离散映象可以从保守到耗散
,

从可逆到不可逆
,

提供 了考察由此及彼过渡的可

能性
,

在许多方面起到衔接一维到高维的作用
。

很多作者虽然对二维离散映象进行了各

式各样的研究 l[ 一 7〕 ,

但当映象以各种不同道路通向混沌时
,

刻划 映 象 混沌程度的拓扑

嫡如何变化却知道得很少
。

本文从拓扑嫡的定义出发
,

对二维离散映象以各种分岔道路

通向混沌时的拓扑嫡进行计算
,

得到了这些映象通向混沌的各种道路和与其相对应的拓

扑墒之间的关系
,

从而揭示了拓扑嫡与混沌之间的内在联系
。

1 拓扑嫡的计算方法

拓扑嫡是刻划映象混沌程度的数量之一
,

因此很多作者对各种映象的拓扑墒进行计

算
,

但 目前对各种映象的拓扑嫡的研究是不充分的
,

计算方法也有待进一步完善
。

本文

对二维离散映象以各种分岔道路通向混沌时的拓扑嫡进行 了计算
。

设 X是一个紧致的拓扑空间
,

户 X , X为连续映象
,

令广
’

( a ) = { f
一 ’

( A )
:

A 行 a}
,

则定义 f 的拓扑嫡为〔 8 〕 :

。 ( f ) = s u几 l i m 工 10 9 万 ( 。 v f
一 ,

( a ) v …叮
一 (卜 : ) ( a ) )

n 碎 . 几
( 1 )

式中a 是 X 的开复盖
,

N ( a )为 a 的子复盖的基数之最小者
。

对于紧致度量空间的连续自

映象 f
, B o w e n [ 9 1得到h ( f ) = h ( f }g ( f ) )

,

口称为该映象 f 的中心
。

对于任意 f 任 C
。

( f )
,

C OV en 1[ “ 〕等发现 h (了) = h ( f {矛存) )
,

C
。

( j) 表示了的所有连续 自映象构成的集合
,

i灭7了为
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f的非游荡点集
。

类似于一维非线性映象的情况
,

在二维离散映象中应存在由周期的倍分岔向混沌的

过渡
。

以D e V o g e la e r e映象为例
,

二 , , : == 一军
。 + f ( : 。 , 拜 )

犷
, + : = : 。 一 f ( : 。 、 : , 声 )} ( 2 )

当f (二 ) 二二一些 is (n 2汀习时
,

式 ( 2) 是标准映象的 D V 形式
。

它有对称周期 2 轨 道
劣。 =

二井 isn ( 2。
。 )

匕汀

军。 = , : = 0
.

当拼> 产: = 5
.

0 7 3 1 1 7 7时
,

周期 2 轨道失稳
,

出现的周期

4 轨道随着邓的增大不断发生倍周期分岔
。

当产 = 2( l + 二 “ ) ’夕时
,

新的稳定周期 2 轨道将

发生倍周期分岔失稳
。

倍周期分岔是通向混沌的道路之一
,

也是 目前研究得最细致的道

路
。

根据 B G M Y定理 [ 1 1 ]和M s 定理 [1“ 〕 ,

对倍周期分岔 l
·

2叹 n = o , 1 , 2 , … )现象
,

当 l = 1

和 2
、

4
、

6
、

…
、

Z m 等偶数时
,

周期 l
·

2n 可化为2的方幂
,

拓扑 嫡 h (l ) = 0
.

反之
,

存在处于

混沌态的映象 f
,

它的周期点的周期都是 2的方幂
。

当 l = 3
、

5
、

7
、

…
、

( 2 ` 十 1) 等奇数时
,

h (了)的计算结果见表 1
.

表 1 表 2

1
o

h (f ) ) 拼 。

分岔类型 h ( f ) )

4 。 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

5
.

0 7 3 1 1 7 72 7 74 4 3 倍周期分岔

5
。

1 7 8 83 43 6 14 9 2 5

6
.

2 5 5 15 55 0 7 17 , 6 同周期分岔

产feseseseeweeeweeellll

,一

1
0 9 2 / 3

10 9人3
/ 2

10 9又3 / 4

1
0 9久3 / Z n

248ù43012ù1012
Z

!
1.

1
1

11
、、厂了.̀

110 9 2 2 5

1
0 9又。 / 2

10 9又。
/ 4

10 9又。
/ Z n

2
。

0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 0

2
.

2 4 3 5 7 1 27 5 0 0 0 0 倍周期分岔

2
。

2 6 3 7 2 73 3 2 4 6 2 9

2
.

4 7 6 1 0 2 15 0 0 3 0 2 同周期分岔

012ù”012ù”
Z了l.wewlwweeeeeee卜tl||、、/l

!!
、

85

1
0 9 2 / ( 2用 + 1 ) 6

12

1
。

5 1 7 5 4 8 1 58 5 4 6 3

1
.

6 : 6 6 7 14 9 73 4 2 4 倍周期分岔

l
。

6 4 9 2 8 0 0 5 0 6 4 6 2

1 6 1
.

7 5 1 0 10 3 1 7 9 1 9 8 同周期分岔

1
0 9 2 / a

1
0 9又3

/ 2

1
0 9几s

/ 4

1
0 9久5

12

.

1
`lse..

l.吐、
8

/ 2”
-

对于同周期分岔现象
,

设周期为 l
·

2 ”

的倍周期轨道随参数 拜变化过渡 到与 之相应的

同周期分岔
,

后者的拓扑嫡h ( )I 应等于对应倍周期分岔的拓扑嫡
。

例如
,

对于标准映象

的 D v 形式 (式 (2 ”
,

可知它有对应周期 2轨道
。

当 , 二 2二 时
, : 。一 士粤

, : ; 一 干李
,

一
-

- -

一
, - , , , - -

一 一
’

-

- -

一 4
-

一

4
`

R (〕 = F 。 ·

尸; = f
`

( x 。 )
·

f
r

( x :

) = l
,

飞> 。
因而将发生平行于 x 轴的同周期分岔

。

当一一d0R一如
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“ > 2“
,

分岔出来的两条椭圆型周期 2轨道为 “ 一 士 2

矣isn
一 ’

(粉
,

一
干

价
2

类一

isn
一 :

丝̀ 、
, ; 。 一 ; , 一 。

,

上
、

下各对应一条周期 2轨道
。

由原周期 : 轨道的这两个不动
、 群 /

点分出的这四个点构成了两个新的周期 2 轨道
,

出现同周期分岔现象
。

对于标准映象
,

同周期分岔现象是普遍存在的
。

拓扑墒的计算结果见表 2
。

表中邢
。

表示 l
·

2
”

的周期轨道

冈J开始失稳并产生周期为 l
·

2
” 十 ’
的稳定轨道时的分岔点

。

从表 2知
,

无论由哪个倍周期轨道过渡到其同周期轨道
,

都满足其周期 l
·

2
”

轨道的

余数 R 二 0
.

当l一定时
,

对应 , 的不同值倍周期分岔都可能产生各 自的同周期分岔
。

对于

相同的 l
、 。 ,

由于参数声的变化也产生与周期 l
·

2
”

一致的同周期分岔
。

2 结果和讨论

由上述的计算可以发现
,

无论二维离散映象以倍周期道路还是以同周期道路通 向混

沌时
,

如果有周期点以非 2 的方幂为周期
,

则映象的拓扑炳大于零
。

否则
,

即映象的周

期点的周期都是 2 的方幂
,

则拓扑墒为零
。

二维离散映象的拓扑嫡满足下式
:

吞(了)

…
、 1

, _ _ ,

尹丽
i u芯八 ` ( 。 > O ,

l > 1的奇数 )

) z
奋

, 0 9 2 (一 。
,

` > `的奇数 )

= 0 ( n = 0
,

1
,

2
,

… ; l = 1或2
,

刁
,

… )

( 3 )

式中凡
,

是多项式
x ` 一

2x
` 一 “ 一 1的最大实根

。

因此
,

对二维离散映象的计算 虽 然是以标准

映象的D V形式为例
,

但无论哪一种映象
,

只要是以倍周期分岔 , 同周期 分岔* 倍 周期

分岔…… 的互相嵌套的方式过渡到混沌态
,

则上述结果均适用
,

因此
,

具有普适性
。

L i 和 Y or k e[ 13 〕指出
:

若映 象 f 任 C 。 (了) 有以 3 为周期 的周 期点
,

则 f 是混沌的
。

o o n ol
l 4〕将条件推广到只要 f 任 C ” ( l) 有周期点以非 2的方幂为周期

、

了是混沌的情形
。

本

文的计算结果也说明这一点
:

拓扑嫡大于零的映象必定是混沌的
。

在计算二维离散映象以倍周期分岔 l
·

2
”

( l = l
,

2
,

4
,

… ) 道路通 向混沌时得到映象的

拓扑墒等于零
,

说明存在混沌的映象 f
,

它的周期点的周期都是 2 的方幂
。

熊金诚 以引通

过对一个反例的考察也得到这个结果
:

拓扑墒等于零的映象也可以处于混沌态
。

通常认

为拓扑嫡是刻划映象混沌程度的数量
,

然而这个结果却说明这种刻划是不够完全的
,

这

导致了对映象混沌现象的本质作进一步探索的必要性
。
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