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板非线性动力响应分析
的样条有限点法

王新立 张仁述
(航天技术系 )

摘 要 本文用样条有限点法分析梁和基于 Ber g er 暇设的板的儿何非线性动力响应
,

推

导了以样条结点参数表示的基本方程
,

用 w i [阳 n 一

e法求解动力增量方程
,

求得挠度响应曲线
。

本文的方法与有限元法比较
,

其计算时间省
,

程序简单
,

可在微机
_

L计算
。

关挂词 振动
,

几何非线性
,

试函数
,

响应

分类号 0 3 2 2

梁
、

板的非线性动力响应问题在细长结构和薄壁结构设计中经常遇到
。

目前国内外

在解决这类问题时
,

最常见的方法是有限元法
。

求解结构的非线性动力响应比较复杂
,

主要表现在计算中要反复不断地计算非线性刚度矩阵和求解方程组
,

工作量较大
。

为了

解决这一问题
,

本文提出用样条有限点法分析结构的非线性动力响应问题
。

该方法在静

力和线性动力问题中已得到很好应用 3[]
,

但尚未应用于非线性动力问题
。

本文将样条有

限点法推广应用到梁
、

板的非线性动力响应问题
。

样条有限点法采用 B 样条函数或 B 样

条函数与某种满足几何边界条件的解析级数的乘积作为位移试函数
,

经过变分建立起以

样条结点参数表示的微分方程组
,

且系数矩阵对称
、

正定
、

稀疏
。

与有限元法相比
,

其

精度更高
,

计算量少
,

程序简单
。

1 梁非线性动力响应计算的样条有限点法

1
.

1 墓本方程

设梁长为 L
,

横截面积为 A
,

梁中性轴上任一点的纵向位移为城
: ,

t )
,

横向 位移为

W ( : ,

t )
,

大挠度时
,

梁的应变能可写为

、 .产`、,了,IQ自气了了r、丁:
“ `评 ,二 “ 十

贰“ (一
十

雪
W ,

·

)
2。

J:
, A`· ,

: + W ,
`

,̀ ·

J.上2
一一

r尹钾犷

动能 为
:

式中 E为弹性模量
,

I 为横截面积的惯性矩
,

p为质量 密度
,

A 为横截面积
。

应用哈密
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顿变分原理
,

且略去中面内惯性可得
:

N一 E A

(
· , · +

一

孟
一

W ,
·

)
一 N

·

(` ,
( 3 )

将 ( 3) 式沿全梁积分
,

并设梁是均匀的
,

且城。 , ` ) = u( L
,

t )二 0 ,

得
:

E A 户
, , , 。

从一

词
。

衅
·

“

这时梁的应变能可写为

I f乙 。 r , : , , J _ .

N 里L
U =

一 1 一

1 E I W 冬
, ,

己劣 + 书架岑
一

Z J 。

一
’

“
`

一
’

Z E A

设作用在梁上的横向载荷为 q ,

则虚位移原理的动力方程可写为

( 4 )

( 5 )

J:
E ` W

,

二 ` W
`

二`· + N

于:
W

, · ` W
, · `·

+

I:
, A W

尹 : : ` W`
一 f:

,` W` ·

( 6 )

对图 1的梁沿轴向 N等分
,

梁的横向挠度可用

三次 B 样条函数逼近
,

即取

3 ……
声

万 一 1 万

万 + I

W = 艺 a `
价

` = 〔价] { a }
右 = 一 l

( 7 )

其中 帅 1二 〔功
一 :
价

。
沪

;

…… 价
N + :

]
,

{ a } = 【a 一 : a 。 a ; …… a N 十 ,

〕
r ,

对应以下划分
:

O = : 。
<

: :
<

: :

…… <
: 二二 L

L
公 ` 二二 劣 n

十 多召 。 召二 g f ` 1 一 劣公= 二二

洲

式中
a `
为待定参数

,

功
`是一组与三次 B 样条有关的基函数 3[]

。

将 ( 7) 式代人 ( 6) 式消去

d { a }
少

得到
:

, ) A

J:
〔̀ ,

· 。, ,`· { d , + “ J:
。̀

”

,
·

、 ,
· “`二 { a } + N

·

丁:
〔̀

’

〕
·

〔 ,
`

,`
· ` a ,

「乙

一
{
。

[价 ]
? “ d` ( 8 )

令
:

。, 卜 , A

J:
。, ,

·

: , 〕̀ · ,

: K 。

卜 “

叮:
。,

· 〕· 〔̀ ·

,` ·

卜

〔 K
,

卜J:
〔 ,

, 〕· 〔 ,
,

,`
· ,

`R }一

工
〔̀ ,

r , ` ·

注意到 ( 4 )式
,

有
: 、 二一

半
{ 。 }

T

[。
,

」{ a }
,

所以非线性刚度矩阵为
:

` J刁

〔K二 ,一 N
·

。K
·

卜器
` a }

· 。 K
, “ {

a
} 。K

·

“ ( 9 )

这时 ( 8 )式可写为
:

〔。 J { J } + ( f K O
] + [ K 二 :

] ) { a }二 { R } ( 1 0 )

以上各矩阵的积分根据文 〔3] 中的方法立即可求得
,

它们都是常数矩阵
。

具体形式见文

〔3 ]
。

从 ( 9) 式可见非线性刚度矩阵具有显式
,

所以可直接对 ( 1 0) 式微分
,

求动力增量方

程和切线刚度矩阵
。

对 ( 1 0) 式微分有
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〔。 ]己{ a } + (〔 K。
] + [ K* :

〕) d{ a } + d[ K二:

1{ a }二己{ R } (11)

而由 (9 )式有

因而

令

` 。 K二 : { a } 一 “ N
·

〔 K
,

“ { a }一

弩
〔K

, 〕{ a } { a }
·

。K
。

,“ { a

= f K
: 〕d { a }

: K·

卜半
〔 K

, 」{ a }` a }’ 〔K
,

〕

LK
:

J = 【K
。

] + LK
二 :

1 + 〔K
: 」

,

( 1 1 )式可写成
:

仁。 ] d { a } + 〔K
`

」d {
a

卜 己{ R }

式 ( 12) 为动力增量方程
,

LK
`〕为切线刚度矩阵

。

本文用 w il s o n 一 0

解法见文 〔4 }
。

1
.

2 计算结果

( 12 )

法求 解 ( 1 2) 式
,

具体 4

本文就两端简支和两端固支梁受集中谐碑激励的非线性响应进行了计算
,

同时用有

限元法以三次多项式插值进行了计算
。

所选参数如下
: L 二 6 c0 m

, A = 1
.

o cm
,

梁 厚 H 二

o
.

Z e m
, , 二 o

,

3
,

E = 2
.

z x l o 6 k g / e m
Z ,

p 二 7
.

s x l o
一 “ k g s Z / e m

` .

载荷情况
: i ) 两 端 简

支
: 叮二 x o s i n s `

,

, 二 l o s i n 3 0 0
.

11)两端固支
: g二 1 0 5 10 2 0`

,

单位均为k g
.

本文给出 T 其

中两个结果
,

见图 2
、

3
.

从图中可见
,

两种方法结果一致
,

所以在精度上样条有限点

法完全可与有限元法媲美
。

但在计算时间上却远远少于有限元法
,

现将两种方法所需求

解的方程组阶数和计算时间列表如表 1
、

表 2
.

— 本文解
。

有限元解
0

.

5

0
。

4

0
.

3

— 本文解
.

有限元解

uJ。/
`沃

0
之̀
廿卜

沃

~ 0
.

1

一 0 2

启火
`“ 飞。 t

~ ~ J ~ ~ ~ ~~ ~ ~ ~ 一
二

一~ 一

0
.

1 0
.

2 0
.

3 0
.

4 0

解月l戒。
八U六曰

一工

姜介

图 2

~ 0
。

1卜 、 I

一 0
.

2卜
. _

、 j
’ .

!
. Q 空 1 0 、 于n 2 0 1 、 I

一 0
.

3卜 了一 - 一一一 , 、 /

一 0
.

4卜 、 /

一 0
.

5!
0 0

.

0 8 0
.

1 6 0
.

2 4 0
.

3 2 0
.

4 0 0 4 8 0
.

5 G

t /
s

图 3

表 1 表 2 (表中C P U时间均为D P S 一 6机止所得 )

自由一自由 简支一简支 固支一固支 方法
边条与载荷

样条有限点法 有限元法条
ù

法边
.

方

样条有限点法

有限元法

两端简支口
= i o s i n 3 0 t

两端简支叮
二 1 0 5 1让 s t

两端 固支口 = i o s i n 2 0 t

1 3 7 ( s )

2 5 1 ( s
)

1 0 2 ( s )

3 0 0 (
s )

7 5 0 ( s )

3 0 4 ( s )

一
。18一一一10
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从以上表可见
,

样条有限点法求解的方程组阶数几乎是有限元法的 1 / 2
,

计 算 时间比有

限元法省 2邝
.

可见在求解结构非线性动力响应方面
,

样条有限点法经济
、

有 效
,

很有

工程实用价值
,

值得推广
。

笋

2 基于Ber g er 假设的板非线性动力响应计算的样条有限点法

2
.

1 eB
r g e r

假设简述

设所研究平板满足 K ir hc of f假设
。

板的应变能为
:

U 一

合
D

JJ{
( v ’ 环 , ’ +

碧
·

,
一 2“ 一 )

!箭
一 + W

,
二W

, , , 一 ` ,一

}}
“ ` , ( , 3 )

、 、
、 ;

一

, 1
_ 二

f f
, _ _

,

动能为
: T = 毛

一

p h 11(” 赘
`

+ 公节+ W
,

誉) d劣d犷
、

( 14 )
- -

一
’

一 2
’

J J
’

式中
e ; , e : 为板中面的第一和第二应变不变量

。

eB
r g er 于 1 9 5 5年提出在 ( 13 )式中略去

。 : ,

这样经哈密顿原理变分
,

且略去中面内惯性
,

得到

。 一 “ , · + ” 犷 , +

专
W ,

· +

;
W , , 一 “ “

、

, ( 1 5 )

将 ( 15) 式沿整个板积分
,

且设在边界上
。 二 刀= O

,

有
:

。 一票
、

f {(二 ,
二 、 w , , ) ` : ` ;

乙 才』 J J

( 16 )

式中 A 为板面积
。

经过 B er g er 假设后
,

板动力方程中只包含横向挠度W
,

变量少了
,

问

题变得简单
。

2
.

2 甚本方程推导

经 B er ge r 假设后
,

板的应变能可写为
:

u = 工 D

2

{ ( v Z
W ) 2一 2 ( 1一 ) 〔W

尹
二W

尸 , , 一 w ,一 , }`
· ` ; +

号
一 A

( 1 7 )月汀
"

式中 D
E盖3

12 ( 1 一 ” “
)
’ C =

E五

l 一 砂 2

现设作用在板上的横向载荷为 q
,

则虚位移的动力方程为
:

{ ( V Z W ) ( d w
, 二二 + 占W

, , , ) 一 ( 1 一 ” ) ( W
, 二二

d w
, + W

, , ,占W
, 二二仃日“ "

D

一 Z W
,
一` W

,

一 ) }` · ` , + c

eJJ
( W

, · ` W
, · + W : ·` W ! · ,`· ` ,

通

+

仃
, ` W

, 一 ` W `· ` , 一

JJ
, ` W`·、

A A

( 1 8 )

选取位移试函数为以下形式
:

W = [N ]{ a }

其
`
扣

:

〔N I = [ [价] Z
,

[功] 2 2

{ a } = [ { a } T { a }蓄… …

{
a }。 二 〔a 一 , a 。 a 、 ……

( 1 9 )
·
“ … 〔们 Z

,

]

{ a }了]
,

a , + : 」, 拼 == 1 , 2 , ·

…
` ·

, r
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〔功]是以三次 B 样条基函数组成的行阵
, Z 。 是梁的振型函数

,

对于四边简支板
,

取 Z 。 = is n 耐汀梦

b

,

。 = 1
,

2 ,

…
, ,

.

对 图示板
,

沿板 z 方向用样条配点
,

沿 犷方向用梁函数为

( 1 9 )式代人 ( 18 )式得到
:

[拼 ] { a } + (仁K
。

] + 【K 、 :

1) { a } = { p }

形 函 数 集
。

将

。饥卜可{
〔N 〕

· 「N 〕̀ · ` ;

( 2 1 )

( 2 3 )

NNN 一 11111

图 4

「K 。 ,一 D

仃
、 : N」T二 : N ,

,
二 + f N 〕了二 f N “

, , · + · ` f N 〕了, ,

f N ,

+ [ N ]丁
二二

〔N 〕
, , , + 2 ( l 一 , )〔N ] T

二 ,
[ N !

, 二 ,

}d , 岔夕

〔K
·

: 一

仃
( 「N ,了

·

。N ,
, · + 。N “了

,

〔N ”
, ,

,`· ` ;

( 2 4 )

( 2 5 )

[、
二 :

]一具
一

{
。

}
,

[、
。

一{
。

} 。、 ,
]

,

{ p 卜 ff [ 、 ]
, 。` : ` ;

乙 Z退 J J

( 2 6 )

从上面式子可见
,

板的非线性刚度矩阵具有和梁的非线性刚度矩阵相似的显式形式
,

仍

采用微分的方法求增量方程和切线刚度矩阵
,

对 ( 2 1) 式微分得
:

「饥 l d { a } + 「K l
:
岔{ a } = 己{ P } ( 2 7 )

「K :
`一 。K 。 : + 。K二 :

一

卜〔K
·

:
,

: K
·

: 一

髻
·

〔K
,

: 、a ,、 a }
·

〔 K
·〕

具体求法与梁的方法相同
。

2 计算结果
本文对四边简支板在突加均布载荷下的动力响应进行了计算

,

并与已有成果进行比

较
。

所选参数如下
: a = b = 2 4凌e m

,

h = o
.

6 3 5 e m
, 户= 2

.

4 74 x l 0一 s k g / cm
3 , E = 6

.

8 95 x

协认

从
è协口厅刀“夕

扩

门。U八h通9]10
八UO
八11

注之亡匕

从
、

认认
、

了了

.05.04.03.02.01.00
任。/
召
轻

0 0
。

0 5 0
.

1 0

名/
。
当0 .

1汽 0
.

2 0

02 0
.

0 4 0
.

0 6 0
.

0 8

阳 5 图 6
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1 06 N/
e m Z, 夕= 0

.

2 3 , q 。二 4
.

7 9 又 1 0
一 3 N /

e m 2
.

求得板在 q = q 。 , q = 1 0 q 。 作 用 下
,

板中

点挠度曲线见图 5
、

6
.

最大值分别为 0
.

5 8 7 c m和 1
.

6 7 7 c m
,

与文献 〔5」的 结果 比较
,

误

差仅为 1
.

7 %和 2
.

7 %
,

可见精度满足要求
。

3 结束语

本文结果表明
,

经过B er g er 假设后
,

板的非线性动力响应问题变得象梁的响应问题

一样简单
,

加之采用了样条有限点法
,

计算更简单
,

可在微机上实现
,

且精度满足要求
。

所以对工程问题
,

采用本文的方法计算是有效可行的
。
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