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弹性压杆稳定性的一般表达式

卓 曙 君
(航天技术系 )

摘 要 本文推导出等截面弹性压杆稳定性的一 般表达式
。

17 种在各种边界条件下的弹

性压杆的临界压力计算公式均是它的特殊情况
。

关橄词 结构力学
,

杆件
,

柱
,

稳定性
,

弹性屈曲
,

临界压力

分类号 T V 3 1 1
.

2

杆是工程中最常用的构件之一
。

在飞机
、

导弹
、

船舶
、

桥梁等工程结构中有许多受

压的构件
。

压杆的稳定性问题历来是工程设计中重要的一个问题
。

关于弹性压杆临界压

力的计算公式在一般弹性稳定性著作中均有叙述
,

但都是根据每一具体的边界条件进行

各别推导 l7[
,

:2[
,

川
。

文 〔4 ]在梁的两端引入不同的弹簧刚度系 数 K
l 、

K
Z

(产生每
一

单偶

位位移所需的力 ) 或不同的弹性固持座的刚性系数厂
, 、

K : (产生每单位转角 所需 的力

值 )
,

推导出梁的横向振动频率方程的一般表达式
。

本文把文 〔4 ]的思路
,

应 用 到结构

稳定性问题中
,

推导出弹性压杆稳定性的一般表达式
。

而 17 种在各种边界条件下的弹性

压杆的临界压力计算公式均是它的特殊情形
。

1 弹性压杆稳定性的一般表达式

如图 1所示
,

等截面弹性压杆两端的弹簧刚度系数和弹性固持座的刚度系数分别为

K
: 、

厂
:

和 K
Z 、

厂 2 .

分析压杆弹性稳定性时
,

需要应用 4 阶微分方程
:

“ I

鲁
+ 尸

分
一 。

( 1 )

式中 E l 为杆的弯曲刚度
,

p 为轴向压力
。
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尸一汀
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2
a人J切

( 1 )式可写为 尹 + a Z犷,, = o

齐次方程 ( 3) 的一般解为

缪( 劣 ) = C 。 + C 、 a x + 口 2
( 1 -

图

e o s a 劣 ) + C 3 ( a 劣 一 s i n a 工 ) ( 4 )
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端点条件为

、 J口氏
了 .、

、卫胜,,.卜....1沙: 一 。
,

; ( o ) 一子
一

[: , ; 一 ( 。 ) + 尸 ;
,

( 。 ) ]
,

;
·

( 。 ) 一鬃
; ,

( 。 )
上 1 1 心 1

_ ;
_ _

/ T 、 _ l
r 。 二 _ " , , 二 、 .

n , , 二 、 ,

一 ` ’ 犷、 。 ’ 一
不

L。 `
y 气力 ) 十 f , 、 。 ) J

; ·

( L )一会
;

!

( L )

将 ( 4) 式及其一阶
、

二阶
、

三阶
、

四阶导数式代人式 ( 5 )
,

整理后写成矩阵形式为
:

一 ( E l a Z ) a o 一 E l a 3

厂 : a 一 ( E l a Z ) o

a L K
Z 一 ( E l a Z

) a ( 1 一 e o s a L ) K
:

K
Z ( a L 一 s i n a L ) 一 ( E l a Z ) a

K Z a K : a s i n a L + ( E l a Z ) e o s a L K Z a ( z 一 e o s a L ) + ( E l a Z ) s i n a L

·

〔C 。 C
:

C : C 3 」, = [ 0 0 0 0 ] , ( 6 )

{
KoKo. r`

se
...L

这是一组关于四个待定常数 C
。 、

C
, 、

C
Z

和 C : 的线性联立方程组
,

要使 ( 6) 式中的

C 。 、

C
: 、

C Z和 C
:

有非零解
,

系数行列式必为零
。

展开简化后得等截面弹性压杆稳定性

的一般表达式为
:

K , K Z厂 :厂: a Z A + K :
K

: ( K
: + K

Z ) a B + K I K Z ( K : 一 K Z ) a 合C

+ ( K ,万 : + K
:

K
: 一

K
Z雳 , 一

K
Z万 2 ) a ZD + K

: K : 尸

+ ( K
Z 一 K : ) a G = 0 ( 7 )

其中

、 .产

只
了气
、

、...卜且.
.J

A = 2 ( 1 一 e o s a L ) 一 a L s i n a L
, B = ( E l a “

) ( s i n a L 一 a L e o s a L )

叮 = ( E l a Z

) s i n a L
,

D = ( E l a Z )
Z e o s a L

尸 = ( E l a Z )
Z a L s i n a L

,

G = ( E l a Z

)
3 s i n a L

弹簧刚度系数 K在 自由端和简支端的情形下分别取值为 o 和 co
;
弹性固持座的刚度

系数 K 在简支端和固持座的情形下分别取值为 O和oo
,

如表 1 所示
。

表 I K 及雳 值在不同支承条件下取值范围

支 承 条 件
刚度系数类别

—
- -

—
——

弹性支承
自由 简支 固持

二
O < K < 的

O < K < oo

K一K

2 各种边界条件下弹性压杆的临界压力计算公式

由式 ( 7 )可推得在各种边界条件下的临界压力计算公式
。

( l ) 两端具有不同的弹簧支承 (图 2 )
。

此时
,

K
l二厂 2 = O

,

( 7) 式可简化为

K
;
K

: F + ( K
: 一 K

l

)
a G = 0

将 ( 8) 式代入上式
,

整理后得

( 9 )
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, , , , , 、

E l a 2
1

,

[
人 ` 八 ’ + L八 , 一 IL ` ’ 一

工
- 一

j
又“ 力 ’ S , n a 乙 = 。 ( 1 0 )

若
s i n a L = O , a L = . 汀 ,

取 。 = l
,

得

P ,
汀 Z E I

L
2

( 1 1 )

若 K
!

K
: + ` K

Z 一 K ! )
一

竿 ` 0
,

得

P 刀
_ K I

K
Z L

K
i 一 K

Z
( 1 2 )

从 ( 1 1 )
、

( 12) 式中取小值
,

即为两端具有不同弹簧支承压杆的临界压力值
。

( 2 ) 两端具有相同的弹簧支承

此时
,

K : 一厂 : = O
,

K
: = K

: = K
.

可见 ( 10 ) 式 依

然成立
。

由于 K ; = K
: = K

,

( 12 )式的分母为零
,

尸:

将

趋于无限大
。

临界压力公式仅存 ( 1 1) 式
,

这与两端简支

情形相同
。

( 3 ) 两端具有不同弹性固持座 (图 3 )

此时
,

K
: = K

: = co
,

将 K
:

K
: 除 ( 7) 式

,

得
:

冗 : K
Z a ’

A + ( K : + 刃 : ) a 刀+ F = o

将 ( 8 )式代入上式
,

并令

二}之一
之K 么

l

一
一一乙一一一

,

一 {

!
,

图 2

( 1 3 )

“ 石 一 2u
,

一等
一

会了百 ( 1注 )

则 ( 1 3) 式可写为

K 王` : ( S`n Z

一
`n

一
) + ( K

l + K : ) E `

(会)
( S`n

一卜
· + 2二`n Z· )

+ 4 ( : ` ) 2

(登)
’ · s , n ·

一
0

( 4 ) 两端具有相同弹性固持座

此时
,

K
, = K Z = oo

,

K : = 无: 一 K
,

( 15 )式可改写为
:

K
Z

( 8`n Z

一
`n

一
) + Z K E `

(兰)
(· `一

。 S

一
+ 2一`n Z · ,

+ 4 ( E ` ) 2

(会)
2 0 5̀ n· 。。 8

一
。

(
S,二 +

鳄一 )(兴一`二 + 2 8̀

一
2

一 )
一 ”

( 1 6 )

由 S̀ n 、 +

畏
。 。。 s

一
。 ,

得
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g t。

一翼
。

几 七
( 7 1)

4E I

笼L

公 Zs i n“+ Zs i n“ 一 2“ o es “ “ 0
,

得

t g材
1 +

鄂
( 1 8 )

( 1 7 )式的最小根
。 . ` ,

< , ; ( 2 5 )式的
。 。 ` 。

> ,
.

所以应取 ( 1 7 )式
。

( 5 ) 一端弹性固持
,

一端固持 (图 4 )

此时
,

K : = K Z = co
,

叉: = K
,

刃 : = co
.

将贾
2
除 ( 15 )式

,

整理后得
:

K
S , n 。`·` n · -

一卜 E `

(会)合
( 2一。 · 2一

: ` n Z·卜 。

即 (全些竺、(牛些竺乒竺旦旦拿竺二、一粤李
、 廿 I 、 艺肚 C O S艺移 一 Sl n么吓 I 八 石

( 1 9 )

卜卜卜

LLLLL

卜一一一
乙

,

- 一叶

1
,

图 3 图 4

为说明等截面弹性压杆稳定性一般表达式 ( 7) 的具体应用
,

推导 了以上 5 种特殊情

况
。

它们都是其它文献中没有或是推导过程较繁的
。

为节省篇幅起见
,

其它情况不再一

一推导
。

具体结果列于表 2
.

附图可参见文 〔4 ]
。

表 2 各种弹性支承 情况的临界压力 计算公式

妇号 支承情况 K K
:

K
x K

: 公式

、.夕`.产
U
.1名2

``.
产、(6) 摇装

,

一润 。 。
K 尸E = K L 成 尸 E 二

万 ,
E 了

L 注
取小者

(7 ) 两姗简支 00 5 1林 a L
二 o 。 尸 E 二 匹箕二

儿
-

(8 》 两姗固持 的 t g u = 0
。

阶窄
了 (对称屈自塑 )

、.尸、.夕、 .夕
2
自d左ō22

咋曰J吸夕爪J.、

或 gt “ 二 ,
(反对称月曲型 )

(9 ) ~ 姗固持
,

一峪简支
的 e g Z u 二 Z u ,

尸二 = 2 0 .

; . 。

昙

U O) 一妞弹性固持
,

K

一润简支
t g 2 . 二

尸L

K
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( 1 1》 一端弹性固持
,

K

一端弹簧支承

t g Z u = ( 2 5 )

K
K L

( r Z) 悬臂杆
e o s a L

= o , 12 = 1 , 3 , . “ 。

P 五
兀 Z E I

4 L z

一 r _ n 井 ,

“ 二
一 f

( 2 6 )

( 1 3) 一端弹性固持
,

K

一端自由

t g Z。 =

会
( 2 7 )

( 1` ) 一端 固持
,

一端 OO
弹赞支承

” 一 尺 ’ 9 2

一(
` 一

轰)
( 2 8 )

( 1 5 ) 一端简支
,

一端 0

自由

可动机构

( 1 6 ) 一端弹赞支承
,

一端自由

两端自由

可动机构

( 1 7 ) 0 0 可动机构
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