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摘 要 本文提出两种选址问题
,

了该类问题的有效算法
。

关锐词 运筹分析
,

规划
,

算法
,

分类号 0 2 2 4

对其局部最优性建立了充要条件
,

并在此 墓础 L提出

选址问题
,

局部最优性
,

充要条件

` } :

1 问题的提出

选址问题 (或称定位问题 ) 是经济建设和军事运筹中经常出现的问题
。

在现有文献

川 〔2] 〔3 〕中
,

对多种类型的选址间题进行了研究
。

本文提出和讨论两种选址问题
。

( L P I )
:

设平面上有
。 个点 , ; ,

尹2 ,

…
,

, , ,

以它们为顶点构成一个平面凸多边形

区域 D
.

设正值函数 g (哟 ( r
> 0) 严格递减 且连续可微

。

问题是 求出点 X 釜任 D
,

使达

到

少 I n

孟 C D

n 】a X
I “ ` 月

{ w 、 g ( r ,

) } ( 1 )

其中

(艺二

~ ~ ~ 一弓卜
, , :

= l夕
:

X I (即点 , `
一

与点 X 间的 距 离 ) w
`
是对 应 于 点 尹,

的 权 系数
,

幼 `

> O

( L P I )
:

忍 )
.

前提与问题 ( L P I ) 相同
,

只是将式 ( l) 改为

粤 a x

孟 e D

宜n l n

l “ ` 介

{。 `g ( , ` ) } ( 2 )

( L P I ) 的背景可解释为
: 尹: , , : ,

…
, 尹,

是
,
个居 民 点

,

对 应人口 数 量 分别为

` : , ` : ,

…
,

w
,

.

要在区域 D 上建一工厂
,

该工厂对环境有某种 污染 (如放射性
、

毒

气
、

噪声等污染 )
,

污染源对居民的危害程度是距离
, 的递减函数

。

要求在 D 上为污染

源定位
,

使对各居民点的危害在总体意义上达到最小
。

( L P I ) 的背景可解释为
: 尹`

(毖二 1 , … ,

的 是 :
个平面点目标

, 幼 `
是尹`的价值系

数
。

拟在区域 D 投一弹
,

该弹的当量较大
,

有可能对各点目标都造成一定程度的破坏
,

它对点 目标的破坏效应是距离
, 的递减函数

。

要求在 D上确定一弹着点 (或瞄准点 )
,

使对各点 目标的最小破坏效应达到最大
。
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下面着重讨论问题 (LP I)
,

对问题

角坐标系
。

设点笋
`
的坐标为 ( a ` ,

b
`
)

, 艺
:

f ( X ) = 叉n a X

1 轰

“
”

( L P I ) 可平行地进行讨论
。

在平面上建立直
:

1 ,

…
, 。

.

点 X的坐标记为 ( : ,

妇
,

并记

{二
, g ( , `

) } ( 3 )

其中

g( , 。
) = g( 了而二蔺介不 (犷: 瓦)落

,

沁 1
,

…
, !

( 4 )

函数 f ( X ) 是非光滑的
,

并且在一般情形下也是非凸的
。

因此
,

对 于非 线 性 规划问题

m in l( X ) 采用通常的约束最优化方法难于求解
。

本文在分析问题特性 的 基础上提出解
X C D

算方法
。

2 生要结论

下面涉及的向量均指平面向量
。

为节省篇幅
,

下述系 1
、

系 2
、

系 3 的证明从略
。

定义 若对任意非零向量 e
,

存在 e “ { e : ,
e : ,

…
,

e 。 }
,

使 内 积 ( e
,

e `
) < 0

,

则称向量组 { e 、 ,
e Z ,

…
,

·

e耐构成星状系
。

系 1 设向量 e `的两个分量为
: ` ,

歹` (艺= l , 2 , 3 )
。

则 { e : , ` : ,
e 3

} 构成星状系当

且仅当下面三个行列式均不为零且同号
:

劣沙`nj口山劣沙。

.
`

,枯a劣方
.

,̀,ù公即
é

2IJ
公刀“公材分

系 2 向量组 { e : , e Z ,
e 3 ,

马 }构成星状系当且仅当出现下列情形之一
:

( l) 该向量组由两对共线反向的向量组成
;

( 2) 存在其中三个向量构成星状系
。

系 3 设 。 》 5
,

则向量组 { e : ,
刃2 ,

…
,

e 袱 构成星状系当且仅当存在其中三个 向

量构成星状系
。

定理 1 设 X 。呀 i nt D ,

且有

却 , ,

夕( ,
萝

,

) = … = , ,。 夕( ,
罗
。

)> 。 七 g ( ,
是) ( 5 )

( {夕
; ,

…
,

j
。 } c 丁1

,

…
, ,

)
,

无任 { 1 ,
,

二 , 介 } \ {了
: ,

…
,

了
。

} )
.

-
争

其中畔二 lp
`

X O
I (葱二 1

,

…
,

的
,

则 X 。
是问题 ( L P I ) 的局 部最优解的充要条件是向

一一一弓卜

一
》

量组 {p , ,

X o ,

…
,

争, 。 X o
}构成星状系

。

证明 必要性
:

记
.

一
)

一
- )

e 。 = 尹,
X . / l , ,

X o
l (无二 l

,

…
, , )

假若沁
, : ,

…
, c ,。 )非星状系

,

则存在单位向量 e ,

使得

( e , ` ,
e ) > 0 ( f = l

,

…
,

仇 )

对任意 X 任 D
,

记
~ ~

.

- 卜
, * 二 l , , X 口 (无二 l

,

…
, : )

G 、 ( X ) = g (了 ( 劣 一 a , ) 2 + ( y 一 b , ) 2 ) 沦二 1
,

…
, 牡
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一~ ~ 知

。 。 。
( x ) 一 (

, ,

( , 。 )兰二 ,
, , ,

( , ,

详二玉、-

、 r 七 T ` I

现令 X “ X 。十 。 e
,

其中
。
> 0 ,

则对于任意 k任 { 1 ,

…
,

时

叨 , g ( , 。 ) 二 功 。 G
,

( X o + e e )

, ,

( , , )业季
l p , X I

有

= 。 。
[口 ` ( X o ) + 。 ( F G 。 ( X o )

, e ) + 0 ( 。 )〕

= 。 七〔g ( ,
忿) + 。 g

`

( ,
忿) ( e ; , e ) + 0 ( 。 )〕

从而对于任意 踌 { l , … , 。 }和 k e { 1 ,

…
,

衅 \ {J
: ,

…
,

夕耐
,

有

。 , ` g ( , , ` ) 一 。 , , ( , , ) = [`
, `夕( ,罗

`

) 一 、 。 g ( ,
呈) ]

+ e
汇叨

, ` g
`

( r
;

,

) ( e , ` , e ) 一 ` *夕’

( 子呈) ( e 。 ,
e ) ] + 0 ( e )

由式 ( 5 )
,

对于给定的 艺e { 1
,

…
, ` }和 无任 { 1 ,

…
,

衅 \ {了
: ,

…
,

J耐
,

当正数 `
充分小

时必有

t`
, ` g ( ,

罗
`
) 一 。 。夕( ,

忿) l + : 〔̀ , `夕`

( ,
;

`

) ( e , ` ,
e )

一 。 , g ’

( ,
忿) ( e , , e ) ] + 0 ( 。 ) > 0

由于 { 1 ,

…
, 。 }为有限集

,

必存在正数
。气 使当 o <

: ( 。 爷
时

,

X = X “ + ee e i nt D
,

且有

下式成立
:

` , ` g (子 , ` )> ` 。夕( r `
) ( 7 )

(云任 { 1
,

…
, 。 }

,

无任 { 1
,

…
, 。

} \ {夕
: ,

… j
二
} )

又由

一
. 今 ~ . ~ 叫卜

r , . “ l , , .
X 卜 ! , J .

X
o+ : e

l = 了汗萝〕拜 云厄千仑
。 ,

,
`

( e , ` , e )

和式 ( 6) 可知
, , `

>
r

,
`

( i = 1
,

…
, 解 )

从而有
w , `夕 ( , , ` ) < w , ` g ( ,

,
,

) (￡= z
,

…
, 二 )

于是
,

由式 ( 7)
、

( 8) 和 ( 5) 可知
,

对于一切满足 0 <
。 ( : 务

的 。有

( 8 )

f ( X o + e e )二 】n 8 X
l ` 份 ` ”

{、
。 g ( , *

) } “ 刃比a X
1 ` 心` 邢

{二 , ` g ( r , ` ) }

< m a x {w , ` g ( r
,
`

) }= In a X

1` 舌 ` n

{ w ,夕( r
是) }二 f ( X “ )

l “
` 协

此与 X “ 是 ( L P I ) 的局部最优解相矛盾
。

充分性
:

用 O (脚
` ,

衅
`

)表示以尹
, `

为圆心
,

以 r
罗

`

为半径的闭圆域
,

则 U O (尹 , ` ,

弓
`

) 是一个单连通的有界闭域
,

记其边界线为 C
, C 是由有限个圆弧组成的一条连续的

单闭曲线
。

对任一单位向量 e ( 0 )
,

这里 0表示该向量与水平轴的夹角
,

对应射线 L ( 0 )

~

一
门

一
~ 洲卜

=
:

{ X 。 + 久e ( 8 )
: 几> 0 } 与 C 有唯一的交 点

,

记 为M ( 0 )
,

并记 户 (口 ) 二 I X OM ( 8 ) l
,

则

p ( e )是 0簇 O簇二 上的连续函数
。

记 p 。二

O
,

由户 ( 0 )在闭区 间〔0
,

2叮 ]上的连续性
,

n l l n

0 ` 口 ` 2 ,

户 ( 0 )
,

则必有 P 。
> 0

.

因为
,

如果 p 。 =

必存在 0 。任 10 , 2 , J
,

使 p ( 6 0 ) == o
,

这时射
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线 L( 0。 )不可能穿过任何一个 o(刀 , ` , r
,
`

)的内部 “ “ 1
,

…
,

。 )
,

从而有 (忍 ( 0 。 )
,

e , `
) ) 0

(￡= z
,

…
,

二 )
,

此与阳
, , ,

…
, e , , }为星状系相矛盾

。

记 N ( X ” ,

p 。 ) 是点 X “ 的半径为 0P 的开邻域
。

显然

、 ( x 。 ,

。 。 )二`n `

(
`

西
: o ` , , ` ,

对于任意的 X 任 N ( X o ,

户。 )
,

必存在云任 { 1
,

X 〔 I n t ( O (尹, ` ,

则有

…
,

二 }
,

r
梦

.

) )

一

- 一代卜

r
,
`

,
)

使

-
一知

r , . “ l , , .
X 皿<

俨
罗

, “ l尹
, :

X O
I

从而有

f ( X ) In 8 X

` 七 ` 刃

{二
。 g ( : 、

) }> 勿 , ` g ( r , :

)

> , , .

9 ( ,
罗

`

) “ n 盆S X

` 七` 介

{` 、 g ( ,
忍) } = f ( X O )

这表明 X
。是 ( L P I ) 的局部最优解 (且知 X 。是 f( X )的严格局部极小点 )

。

定理 2 设 X
。是 D的边界点 (但非顶点 )

,

且有

w , ,

夕( ,
;

:

) = … = 劝 ,。 g ( ,
萝

. ) ) 功 。 g ( , 笑)

(无任 { 1
,

…
, 忍} \ 不夕

: ,

…
,

j
。 } )

( 9 )

一
-` 》 一

-
- )

则 X 。是问题 ( L P I ) 的局部最优解的充要条件是向量组 伽
, ,

X 。 ,

…
,

尹 , ,
X

“ ,

科 构 成

星状系
。

这里元表示 X ” 所在边界的法线向量且指向 D 的内部 (其他符号的意义与定理 1

相同 )
。

证明 必要性与定理 1 证法相同
,

不赘述
。

下证充分性
。

不妨 设 X “ 在边界线尹
,

儿

上
。

在 p ; 夕: 过 X “ 的垂线上取一点
,

且该点在域 D 之外
,

记之为刀
。 、 ; ,

使 得 D 上供人三

角形区域 d几 p Z尹
。 、

一

,

后仍为一个凸多边形域 (这总是可以办到的 )
,

记该区域为 乃
,

于是

x0 以ntD
.

记 : ;
+ , 一 l元了

0
1

,

并令

w
。 + : = 幼 , 】

夕( r
罗

1

) / 夕( : 只
, : )

对任意 x 。 D
,

记 : , 、 : 一 l矛二泞 l
,

并令

了( X ) = m a x { , ;夕( , : )
,

…
, 、 。

夕(
, ,

)
,

,
. 、 :夕( : 。 * ;

)飞

由于福万亨
,

…
,

石燕才
,

仄二芬 }构戍星状系
,

根据定理 1
,

x0 必为六 x )的局部极小

点
。

即存在d> 0
,

使

了( X )> 了( X “ ) ( X 任 N ( X O ,

占)门 D )

并注意到

了( X )二 m a x
{ f ( X )

, 二
。 + : 夕( , 。 十 : ) }

了( X 。 ) 二 m a x 戈f ( X “ )
,

。
。 十 1夕( : 只

、 ; ) }》 m
。 十 1 9 ( 宁只

、 1

)

故有

m a x {f ( X )
, ,

, , + , 夕( : 。 十 ;

) }> w
, + ,夕(

, 另
十 ; ) ( X e N ( X o ,

d ) 自力)

又由于
,

对任意的异于 X ” 的 X 任 N ( X
” ,

占) 「飞刀
,

有
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,

- - ~ - - 卜 . ~ ~ - ~ ~ 卜
尹 , + ; = l尹

, 十 : X I> !!p
。 十 : X “

11=
, 2

+ :

从而有

功 ” 十 : g ( , , 十 : ) < w
。 + : g ( r 只

, :

)

于是必有

f ( X ) > ` 二 + : g ( r翌
十 :

) ( X 任 N ( X o ,
占)门D )

再注意到

f ( X . ) 二 。 , : 夕( ,
罗

L

) = 。
。 + :夕( 护盈

、 : )

即得

f ( X ) 》 f ( X O ) ( X e N ( X o ,

d )门D )

即知 X “
是 ( L P I ) 的局部最优解

。

对于问题 ( L P I )
,

可得出类似结论
,

不赘述
。

3 解算方法

在前节各结论的基础上
,

可得出问题 ( L P I ) 的 解 算 方法
。

此方法是从可能成为

( L P I ) 的局部最优解的有限个点中经 逐次判 别 和比较而得出问题的整体最优解
。

具

体做法分两个阶段进行
。

第 I 阶段 在 D 的内部寻求最佳局部最优解
。

其步骤如下
:

st eP O 考查
。
个顶点夕

: , 尹2 , …
,

夕
。

中每次取三个的组合
。

将 C票个组合按下标的

辞典序规则排列
。

置户 = 1 ,

置现有最优值 f气 = + oo
,

现有最优解 X 气 二 价
.

s t e p l 取第 j 个组合
,

记为 伽 , , , 尹j : , 尹, 。

}
.

尹, `的坐标为 ( a j ` ,

b , ` )
,

并记
r , , 二

甲任二。
五)` 不又万二瓦万

百 (￡= 1
, 2

,

3 )
,

求解方程 组
:

w , ,

g ( 子 , :

) 二 w , :
g ( , , :

) = w , 5
9 ( r , :

) ( 10 )

(对于应用中常见的情形
,

如 g( 约 = 1 /严
,

常数 a > O ,

上述联立方 程可化为二元二次

代数方程组
。

) 若方程组 ( 10) 无解
,

转 st eP 6 ; 若 ( 10) 有解 (这时解是唯一的 )
,

得出

解点 X
` 二 (劣

, , 歹a

)
,

转
s t e p 2

.

s t e P

S t e P

一
~ ~ -卜

检查是否 w , ,

夕( !!夕
, ;

X
.

1})镇 f
苦 ? 如是

,

转 s t e p 3 ; 如否
,

转 S t e p 6
.

计算下列二阶行列式
:

{
`

}歹

a 一 口夕-

。 一 b , :

劣 . 一 g J Z

y : 一 b , :
{
`
一

“ , : z

一
a J:

}歹
, 一 b , :

夕
: 一 吞, :

劣 a 一 a 了5 2 : 一 a , i

歹: 一 b , : 歹
。 一 b , :

若三者同号
,

转
s t e p s ; 若有一个为零

,

转
s t e p 4 ; 否则

,

转
s t e p 6

.

.
一

.

~ .

一争
州
一一

一 )
s t e p 4 此时 p , ,

X
` ,

尹, Z

X
`

一
》

,

尹 , ,
X

.

中有两个共线反向
。

检 查 是 否存在 j
`
任 {1

,

一
-

.

知

一
一卜 - .~ . ~ ~ 洲卜

…
,

衅
,

使余下的一个向量与尹
j ` X

J

共线反向
,

若满足
,

转 s t e p s ; 否则
,

转 s t e p 6
.

并且 w , ` ( !! , , ` X
`

}1) = 。 , : g ( }},
, :

X
口

{1)
.

st e p s 检验是否满足
. ~ - ~

.

一卜 一一 -
~ ` 卜

, , :
夕( }{ , , ,

X
`

}{) > ,
:

g ( }{ , 。
X

’

}})
,

k =

若不满足
,

转 st eP 6 , 若满足
,

置

, `

” , 介
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f
苦 , = w , 1

9 ( !! , , ,

X
,

f})
,

工 , : 二 x
`

然后
,

转
s t e p 6

.

st e p 6 检查 J 是否等于 C君? 若 J< C老
,

置 J
: 二 J 十 1 ,

并返回 st cP I ; 若 j = C盒
,

则

转入第 I 阶段
。

第 I 阶段 考查边界上的局部最优解
。

步骤如下
:

st e p o 考查从全部顶点中每次取两个的组合
。

将 C 盖个组合按下标的辞典序排列
。

确定出边界线 尹
:

p * 、 1

的指向 D 内的法向量元
, = ( c ` ,

d ` )

置 八 = 1
.

= l
,

…
, 。 (这里尹

。 + 2 = P : )
.

s t e P

s t e P

取第 云个边界线 扒 p ` + : ,

置户一 1
.

取第 J 个顶点组合
,

记为伽
, , ,

尹, 2

}

w , :

g (于 , ,

) = 功 , :

g (子 , 2

)

劣 一 u ` _ 夕一 b
`

a ` *

一
a `

b
` +

一 b
`

求解方程组
:

( 1 1 )

若式 ( 1 1 )无解
,

转
s t e P 7 ;

若式 ( 1 1 ) 有解 (这时解是唯一的 )
,

得出解点 X
.
二 ( : 。 ,

即s

转 s t e p 3
.

-
一 - - 》

s t e P

s t e P

检查是否劝
, :夕( }}p

, ;
X

`

}}) ( f
釜 ? 如是

,

转
s t e p 4 , 如否

,

转 s t e p 7
.

计算下列行列式
:

劣 召 一 口 j i

犷
: 一 b , ,

劣` 一 口 j Z

夕, 一 b , 2

`
一

“ , : “ `

}
.

I
c

“
, 一 “ , !

歹, 一 b z: 丛`
}

’

}d
` 犷一 b , :

若三者同号
,

转st eP 6 ; 若有一个为零
,

转
s t eP S ; 否则

,

转st eP .7

一一~ -争

一
)

st eP S 此时夕, ,

X
刀 ,

, J Z

X 气 元`

中有两个共线反向
,

检查是否存在 J
3 e

-
.

.

一知

使余下的一个向量与夕
, 。 X

`

s t e p 6 ; 否则
,

转
s t e p 7

.

at e p 6 检验是否满足

.

一
代卜

-
. - 一卜

共线反向且 二 , 。夕( }】尹, :
X

`

}}) = w , : g ( !{ , , ,

X
`

}{)
.

{ 1
,

…
,

衅
,

若满足
,

转

一
.

一一一卜
w , ,

夕( 1}尹
, ,

X
J

I{) 》 w 。夕( }}尹
、

X
`

}! )
,

k = z
,

…
, n

若不满足
,

转 st e p 7 ;
若满足

,

置

一
,

》

f
餐 , = 加 , 1

夕( {{尹
, :

X
`

!} )
,

X
` : = x

`

然后转
s t e p 7

·

s t e p 7 检查 J 是否等于 C蕊? 若 j < C器
,

置 夕
: = j + 1 ,

返回 s t e p Z ; 若 夕“ C蕊
,

转

s t e P 8
.

s t e P S 检查 艺是否等于
,` ? 若了<

,` ,

置 i
: 二 艺+ 1

,

返 i([ l
s t e P I ; 若 艺= , ,

计算结束
,

输出 X
“
即为 ( L P I ) 的最优解

。

对于问题 ( L P I )
,

可建立类似算法
,

不赘述
。

上述算法的正确性根据定理 l
、

2 和系 1
、

2
、

3 不难得知
。

现在对方程组 ( 1 0) 和

( 1 1) 的解 (指实数解 ) 的唯一性说明如下
:
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引进参变量 t
,

方程组 ( 10 )等价于下列方程组
:

(

一
,’ + (; 一 “ J̀ ,

’ 一

{
,
一 `

(念)」
’ ,

`一 `
,

2
,

3

可见
,

此方程组的解点是平面上以 (一
“ , ` , 为 “ 心

,

以 , 一

(动
为半径的三个 “ ( `

二 1 , 2 ,

3) 的公共点
。

由函数 g
一 ’ (

·

) 严格单调可分析出
,

若 有 两个解 点
,

则点 ( aj
: ,

b , :

)
、

( a , 2 ,

b , :

)
、

( a , : ,

b , :

) 必在同一直线上
,

但这与它们是凸多边形的顶点相矛盾
。

若方程组 ( 1 1 )有两个解点
,

不难分析出边界线尹净
` + :

必与顶点 ( a , : ,

b , ,

)
、

( a , : ,

b , :

)

的连线相垂直
,

但这是不可能的
。

对上述算法
,

若在 st 印 5和 st eP 6中添加适 当的记录手续
,

可以得出 ( L P I )的全部

整体最优解
。

如果需要
,

对上述算法稍加修改
,

可以得出 ( L P I ) 的所有局部最优解
。

问题 ( L P I ) 的规模取决于顶点的个数
, .

上述算法的主要计算量在于 求解 C君个

如 ( 10 ) 式所示的方程组和
。 C蕊个如 ( 1 1) 式所示的方程组

。

每个方程组的计算量是确

定的
,

不随 , 变化
。

随
。 的增长

,

此算法总计算量的增长阶为口 (妒 )
.
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