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Lan cli es te r

方程与火力指数的内在联系

沙 基 昌
(系统工程与应用数学系)

摘 要 本文从L an
o h e 吐 e r方程出发

,

利用正矩阵的特性
,

将矩阵特征向量与火力指数

有机地联系起来
。

通过例子进一步说明火力指数是L a

nc 五es te
,
方程中威力系数概念的推广

;

它不仅与武器本身有关
,

而且依赖于整个战斗的武器配系
。

当某些种类的武器被摧 毁
,

战斗

格局 发生一定变化时
,

火力指数也会发生变化
。

火力指数还决定于 火力分配原则
。

关键词 运筹分析
,

作战
,

模型
,

作战模拟
,

C 3 I理论
,

火力指数

分类号 E 匀1 1

本世纪初
,

L an ch
e st er 提出了关于空战战术的尝试 性 数学 模 型

,

后来人们称之为

La nc he st er 方程
。

由于 L a nc h “ster 方程形式上的优美
,

不能不引起人们的关注
。

但真正

得到人们的普遍承认则是在二次大战以后
。

用L a nc he st e r
方程研究了硫磺岛等一系列战

役〔们后人们发现
,

其结果与实际情况惊人地一致
。

从 此
,

L a nc h es ter 方 程就成为用定

量化方法研究作战的基本工具
。

然而多兵种战 斗的L a n c h es ter 方程是一个多元微分方程组
.

其系数的确定与方程求

解都是十分困难的事
。

以美国退役陆军上校D u p u y为代表建立了另一种半经验性的研究

定量作战模型的方法
。

其基本思想是
:

战争是力量的较量
,

各种武器与人力都可以某种

方式统一地
“

折算
”

为一种力量
。

这就是火力指数的概念
。

火力指数的概念提出来后很快就为军事专家所接受 共原因当然与火力指数同直观

概念的一致性以及运用的方便性有关
; 然而 D u p u y将其用于分析二次大战中的60 多次战

役
,

其结果令人相当满意也是一个重要的因素
。

但是 火力指数的概念也不是十全十美

的
。

火力指数的确定方法比较粗糙
,

缺乏 一种严格的定义
。

例如
“

20 0支步枪的合成指数

大大高于一辆坦克的指数
,

但它们不能毁伤一辆坦克
” ,

这类矛盾没有得到圆满的解释
。

近来
,

在火力指数的确定方法以及将火力指数与L a
nc h es ter 方程的结合方面

,

国内

外都有所探索
,

这些研究都有一定的实用意义
。

本文的目的是研究L a nc h es ter 方程与火

力指数的内在联系
,

从理论上解决火力指数的确定问题
。

这样的研究将为从理论上研究

武器装备配系与战术运用开辟新的途径
,

对实际 问 题 的 研究也可能会有一定的指导意

义
。
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L a . 。五es te r
方程与火力拐盆的内在联系

Lan
c
he st e

访程

当红蓝双方各有单一种类的战 斗单位时
,

正规战 (本文仅讨论正规战
,

以下不再一

一说明) 的L a n ch es ter 方程具有如下形式

丁
,

一
a ,

L夕二 一 b 劣
(l)

其中
: ,

夕分别表示红
、

蓝双方所拥有的战斗单位数
, a 为蓝方每个战斗单位在单位时

间内消灭红方战斗单位的数目
,

b 为红方每个战斗单位在单位时间内消灭蓝方战斗单位

的数目
。

方程 (l) 的形式比较优美
,

犹如力学中牛顿第二定律那样
,

其各项的实际意义也很

明燎
。

但在实际战争
,

尤其是现代化合成战争中
,

红蓝双方的战斗单位种类均很多
。

当

红方具有
, 。种战斗单位

,

蓝方具有
:
种战斗单位时

, L a nc h o st er 方程具有如下形式

!
戈 = 一 (A , A )Y

夕= 一 (B , 口)X
(2 )

其中 X 二 (丸
,

⋯
, : 动 少 ,

Y = (犷: ,

⋯
,
鲜
。

)
r

分别为红
、

蓝双方实力向量
,

即 劣‘ , , , 分别为

红方第 ‘种战斗单位与蓝方第J种战斗单位的数 目, A = (a ‘, )
,

A 二 (几‘, )是二 x , 矩阵
,

B 二 (b
, ‘)

,

口 = (e , ‘)是
: x 。 矩阵 ; A

,

B为威力矩阵
,

即
a ‘I 为蓝方第夕种战斗单位攻

击红方第 云种战斗单位时
,

单位时间内消灭红方第 ‘种战斗单位的 数目
,

而 b , ‘
为红方

第 葱种战斗单位攻击蓝方第 j 种战斗单位时
,

单位时间内消灭蓝方第夕种战斗单位的数

目
,

显然a ‘, 》 o ,

句
‘
》。; A

、

口为分配矩阵
,

即 匆 , 表示蓝方第 夕种战斗单位分配于攻

击红方第 ‘种战斗单位的比例
,

而 沙, ‘
为红方第 ‘种战斗单位分配于攻 击蓝方第 j 种战

斗单位的比例
,

所以 A 与 口 的每个元素均非负
,

且每列元素之和均等于小于 1 ,

本文中

假设其等于l (当发生< 1的情况时可引进虚拟战斗单位来处理
,

列和小于 1 的部分用于

攻击对方的虚拟战斗单位
,

而对虚拟战斗单位的威力以及虚拟战斗单位向对方攻击的威

力均取为零 ) ; “ , ”

表示矩阵的对应元素相乘
。

方程 (2 ) 是一个 。 十 。 元微分方程组
,

在实际应用中要确定威力 矩 阵 A 与 B 十分困

难
,

且它们可能随着时间
、

地点和条件而变化
。

(幻 式的求解也很困难
。

因此难以直接

从 (2) 式来推断战争发展的基本趋势
。

这也是军事人员不太愿意使用L a
nc hes ter 方程的

原因之一
。

2 多维L anc he ste r方程的转化

战争是力量的较量
。

从 L a
nc h es ter 方程 (2) 直接导出反映双方实力变 化的主要趋

势是本文的基本目标
。

= (g
; , )二 A , 迁

二 (h , ‘) = B * 口
(3 )

GH
矛

!J..L

记

则 G
、

H 分别为二 x , 阶矩阵与
, x 。阶矩阵

。

此时 (幻式成为

r戈二 一 G Y

y = 一 H X
(4 )
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设 久为G H 的非零特征值
,

相应的特征矢量为U
,

则

G (H U )二 (G H )U “ 几U

故H U 是非零矢量
。

记 V = H U
,

则

(H G )V = H (口H U )= H (久U )二 久(H U )二 久V

因此
,

几也是 H G 的非零特征值
,

而 V 是相应的特征矢量
。

同理可证 H G的非零特征值也是G H 的非零特征值
。

于是我们得到

定理 1 矩阵G H 与H 口有相同的非零特征值
。

显然G H 与 H 口都是非负矩阵
。

在许多实际情况中
,

G H 与 H 口还都是正矩阵
,

即其

中每个元素都是正值
。

此时可应用正矩阵的理论 〔幻
,

对于更一般的非负矩 阵情况本文

不作讨论
。

对于正矩陈 Z > 0
,

有下述的定理
。

定理 2 (Frob
en iu s

一p er r o定理 ) 存在常数声> 0
.

向量W > o
,

使得

(a ) Z W = 声W ;

(b ) 设几今声
,

且 久是 Z 的任一其它特征值
,

则 }川 < 内

(c ) 声是一个几何重数与代数重数均为 1 的特征值
。

对正矩阵G H 的转置(G H ) , 应用Fr o b en iu s
一p e r ro n 定理

,

可知存在正数 声= 几2
> O

与左特征向量U = (“ , ,

⋯
, “
耐

,
> O

,

使得
、

,
‘

、.了

5
冉匕

沙

‘、气了
、

U ,
.

G H 二 凡ZU T

记

(公; ,

⋯
, ”。

)二 V , = 久
一 ,百 : ‘

易知 V > 0
,

且 V 是矩阵H G 关于特征值护的左特征向量
。

V r H 口 = 几
一 1(U

T G H )G = 大U T 吞= 几Z V 少

作线性组合

、二/、.声

片了八6
创

之
、了.、

= U T X

= V r Y

钻公
护...、..、

{
公= U T 大二 一 U , G Y 二 一 久V , Y 二 一 久”

公二 V
,

竺= 一 V r H X = 一 几
一 ‘U T G H X 二 一 几U T X = 一 凡u

于是我们看到
,

从多维L a nc h es ter 方程 (2) 出发
,

利用正矩阵的特点以及左特征向量构

造的线性组合
u 与 ,

满足类似于(l) 式的方程 (8 )
。

3 正特征向量的战术意义

由(7 )式
,

二 u l劣一+ 四2 劣2 +

= , l犷
i + 刀2夕2 +

⋯ 十 忍。忿。

⋯ 十 秒 。

夕
。

(9 )

忿V
了

l之.1
、

因U > o ,

V > o
,

故。: , : 2 ,

⋯
, u 。

> o
, , : , 。2 ,

⋯
, , ,

> 0
.

我们把
u 、 , 分别看作为红

、

蓝

双方的总火力指数
。 。、为红方每个第 云类战斗单位的相对火力指数

, 。‘: ‘

为红方第 感类

战斗单位对总火力指数的贡献
。

对蓝方也作类似定义
。

于是 方 程 (8 )就是红蓝双方总火

力指数的L a nc h e s ter 方程
。

而战争的基本趋势就依赖于双方总火力指数的对抗
。
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L a n 。h e , t e r
方祖与火力指数的内在联系

例 1 设红方所有战斗单位集中攻击蓝方第一类战斗单位
,

且红方各类战斗单位对

蓝方第一类战斗单位的攻击都是有效的
,

则

一

C
一

淤
一

e
::⋯扔

其中B ; = (b , 1 ,

⋯
,

b l。) , ) 0
.

同样假定

一

汗扮
一

件
:

书
其中A : = (a : : ,

⋯
, a 、。 ),

> 0
.

此时

口1 .

0

⋯ b , 。

)
如0�0‘夕....扭..1、
.

一一口价一一H

、、几.....‘/
.

����尸户仁叨

一一A苦A一一G

a llb , 1

0

a x lb x :

0

⋯ a : i b -

0

0 0 二
。

O!
奋下矛了..‘..1、
、

一一HG

矩阵( G H ) , 是非负矩阵
。

不难证明仍有同样的结论

它虽不是正矩阵
,

不满足 F ro be n 立us 一Pe rro n 定理的条件
,

但
。

口H 的非零特征 值为 护 二 a : : b
: : ,

相应的 左特征向量为 U =

B :

/丫研
,

相应地
,

V = A :
/丫不

,

红方各类战斗单位的相对火力指数分别为

b
, 1

b
i :

万可了
,

万不
蓝方各类战斗单位的相对火力指数分别为

al l -五鱼一

了瓦
1 ’

了不

b
1 .

⋯
’

万荻

口一 ”

⋯
’

万蔺万

在这个特定例子中
,

我们看到相对火力指数恰好与 L a nc he s ter 方程中 的 系 数成比例
。

因此
,

相对火力指数可以看作为L a nc h e st er 方程中威力系数概念的推广
。

例 2 设

X 一

(:;)
, Y 一

(:;)
,

“一 H 一

(; {)
,

这时不难算得久二 3 ,
U = V 二 (1

,
1 ) r ·

千是(7) 和 ( 8) 式成为

}
“

t公

= 劣一 + 劣2

= y: + yZ

和 !
公

一护
l公‘ 一 沙哪

解此方程组
,
得
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叹 = 劣i 十 劣2 =

t
。 = ; : + ; 2 二 一 。e 3 。十己。

一 3 ‘

其中d = (。(0 )十 。(0 ))/ 2
, c = (,‘(o ) 一 , (0 ))/ 2

若双方初始值为

X (o )一

(: :)
, Y (“, 一

(: :)
则d 二 1 0 0 , c 二 0

.

于是双方交战初期
,

其总火力指数的解为

公 == ” “ 1 0 0 e 一 s‘

从表面上看来
,

这似乎是一场平局
,

但实则不然
。

方程 (8) 成立的基本条件是分配

矩阵A 与口不变
。

在红
、

蓝双方有一类战斗单位被消灭时
,

这个条件将被破 坏
。

因 此
,

方程 (8 )最多只能成立到有一类战斗单位被消灭时为止
。

在 这个 例子 中 可以算出
,

当

才: = 0
.

2 5 5 4时
,
劣: (t : )首先等于零

。

此时
,

红方第二类战 斗单 位被 消 灭
,

而红
、

蓝双方

其它剩余战斗单位数分别为

劣,

(艺: ) = 4 6
.

4 8

夕: (t
:

)二 3 8
.

73

夕: (名
:

)二 7
.

7 5

由于战斗格局发生改变
,

双方实力变化的趋势也将有所不同
。

谁胜谁负还不能简
一

单

地下结论
。

例 3 续例 2
.

若进一步假定

, 一。一

(
2 ‘

、
,

, 一 。一

(
, / 2 ‘/ 2、

\ 4 2 / \l / 2 1 / 2 /

当t二 ‘, = 。
.

2 5 5 4时
, x : (‘: )“ o ,

红方第二类战斗单位被消灭
。

此时双方威力矩阵变为

_
、

_ 1 2 、
A = (2

,

4 )
, B = ! l

k 4 /

一般地
,

蓝方应集中所有战斗单位攻击红方剩余的第一类战斗单位
。

因此 A = (1
,

l)
,

如果此时红方仍将其火力平均分配于蓝方剩余的二类战斗单位
,

则
、
、,,.矛产O自,臼

于子了矛产产月.工1二
才

!
、

一一口

此时
,

相应的L an eh e st e r 方程为

必l = 一 2夕一 4 今:

军1 = 一 劣1

乡: = 一 2 劣 i

于是

。一 (2
, 4 )

,

。 一
(

1

、
,

。。 一 (1。)

\ 2 1

,

二
, , , _ 、 , , . 1

_ ,
_

、

1 2 4 、
式 = v ‘U

,
v = Ll” F ‘

二
骊万

’

土
‘

L艺
,

4 , = 气万而
,

万而)

不难求得方程组的解
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L a 。。 h es te r 方霍与火力指盆能内在联系 l 3

}
x l 一 (6

·

0 9 , “
而

(t 一 ‘1 ) + 4。
·

3 9 “一 “而 “ 一 ‘1 )
_

1
“, 一 ( 一 “

·

”9“‘而 “
一
“ ) + 4 。

·

“”e
一‘而 “

一 ‘” + 8 8
·

‘“)/丫厄
L夕: “ ( 一 12

.

1 8 e 犷面 “ 一 ‘, ’+ 8 o
.

7 8 e 一 犷而“ 一 ‘l’一 4 4
.

0 9 )/丫1 0

这时我们看到蓝方武器的相对火力指数 发 生 了 变化
,

并导致蓝方的总火力指数初

始值

2

召而
欠 3 8

.

73 十

骊石
x 7

·

7 5 = 3 4
.

3 0

小于红方的总火力指数初始值46
.

48
.

而在 t = t : 之前的瞬 间两者还是相等的
。

按这种方式战斗下去
,

我们容易算得
,

再经过卜 ‘: = t Z 二 0
.

0 92 时间单位
, 夕: = o

,

蓝方第二类战斗单位将被消灭
。

此时
,

红
、

蓝双方的第一类战斗
一

单位分别剩余

劣 : (t : + t : ) = 3 8
.

3 3

夕: (t l + t: ) = 3 4
.

8 5

显然
,

这样战斗下去
,

红方可以获胜
。

4 结论及问题

本文从形如(2) 式的L a
nc h es ter 方程出发

,

利用矩阵特 征 值与特征向量的概念导出

了形如 (8) 式的方程
,

从而将武器火力指数与L a nc h est er 方程有机地结合起来
。

通过理论分析与一些实例
,

我们看到火力指数不仅取决于武器本身
,

而且依赖于战

斗中双方武器配系
,

并与火力分配原则 (矩阵 ) 有密切的联系
。

随着战斗的进展
,

由于

某些种类武器系统被消灭
,

战斗格局发生变化时
,

各类武器的火力 指 数是 会发生变化

的
。

这与人们的常识相一致
。

通过本文的研究
,

实际上又提出了一系列值得深入探讨的新问题
。

1) L a n
山es te r

方程 (2) 运用的条件是什么 ? 显然只有在这种条件下
,

本文的一切

讨论才有意义
。

2) 矩阵 G H 的特征值 拜> O 与左特征向量 U > O 的条件是什么 ? 这些条件有什么战

术意义 ?

3) 如果出现 群> o而 U扮 O的情况
,

火力指数的概念应如何理解和定义 ? 在战术上

应作何解释了

4) 火力分配矩阵与战斗的结局有重要影响
,

它反映了战术运用
。

那么
,

在一定的

战斗条件下
,

火力分配矩阵应如何选取才能充分发挥 自己的最大威力?

以上这些问题的探讨需要精细的数学上的分析与实用作战原则的紧密结合
。

这方面

的研究将为用定量化方法研究作战的理论作出重要贡献
。

[ i ] C o le m a 公 S ,
朱湿民

,
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T he In n e r R ela tio n s B etw ee n L a n e he ste r

E q u a tio n s a n d th e Fir e In d e x es

Sh a J ieh a n g

(D ePa r tm en t o f A PPlied M a th e m a t ies a n d S yst em E n g in e e rin g )

A b吕t r a e t

T h is Pa Pe r r e v e a ls th e in n e r r e la t io n sh iP b e tw e e n th e eh a r a e te r is t ie

v ee t o r s o f L a n e he s t e r eq u a t io n s a n d fir e in d e x e s w ith th e h e lP o f the

P r o Pe r ty o f P o sit iv e m a trlx e s
.

B y w a y o f e x a m Ple s th e Pa Pe r fu r th e r sh o w s tha t th e fir e in d e x e s a r e

th e e x te n sio n o f th e n o tio n o f P o w e r e o e ffieie n t s in L a n eh e s t e r e q u a t宜o n s
.

It

15 Po 主n te d o u t tha t th e fir e in d e x es a r e n o t o n ly r e la te d to th e w e a Po n s ,

b u t

a ls o d eP e n d o n th e d isPo sitio n o f tr o o哪 in a w h o le b a ttle
.

W h en s o m e k in d s

o f w ea Po n s a r e d e s tr o ye d th e fir e in d ex e s w ill e ha n g e w irh situ a tio n
.

T h e

fir e in d e x e s a ls o d e Pe n d

r e la t io n sh iP b e tw e e n fir e

o n th e Pr in e iPle s o f w ea P o n a s sig n m e n t
.

T h u s th e

in d e x e s a n d t ae tie a l P r in e iPle s 15

K ey

sim u la t io n

贾 o r d ‘ : o Pe ra tio n s a n a ly sis
,

m ilita ry o Pe r a tio n ,

in d e X e s

S e t U P
.

m o d e l
,

m ilita ry

C 3I th e o ry
,

fir e


