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一个组合对策问题的解
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(系统工程与应用数学系 )

摘 要 本文求解如下的组合对策问题
:
设有一堆棋子

,

总数N是奇 数
,

甲乙两人 轮流

取子
,

每人每次可取一颗
、

二颗
,

最多可取
:
颗

,

但不能不取
,

直至取完后分别来数甲 乙两

人所取棋子的总数
,

总数为奇数者获胜
。

站在甲的立场上考虑获胜的策略
,

文中解决 了如下

两个问题
:

( )T 总数万应是什么样的奇数
,

甲才有获胜策略 , ( 1 1 ) 当 N 一定时
,

甲应采取什

么样的策略取子
,

才能获胜
。

关锐词 运筹学
,

对策论
,

策略
,

组合
,

获胜策略

分类号 0 2 25

有则较简单的组合对策问题
,

指的是
:

有 15 颗棋子放在一堆
,

甲乙两人轮流取子
,

每人每次所取的颗数或是 l 颗
、

或是 2 颗
、

最多是 3颗
,

但不能不取
,

直到取完后
,

来数

甲乙两人所取的棋子总数
,

总数是奇数者获胜
。

由于巧本身是个奇数
,

分成两堆后
,

总

是一个奇数加上一个偶数
,

因而取子结果必定是一胜一负
,

不可能出现平局
。

1 问题和定理

通过反复取子试验
,

可发现甲获胜的策略是
:

甲先取子
,

第一次必须取 2 颗子
,

以

后各次取法是
:

1
.

如果甲所取的棋子数和甲手中已取的棋子数之和是个奇数
,

那么留下给乙取的

棋子数必须是 1 或 8 或 9 ,

2
.

如果甲所取的棋子数和甲手中已取的棋子数之和是个偶数
,

那么留下给乙取的

棋子数必须是 4 和 5
.

按照这条规则
,

甲必是百战百胜
。

但是如 果 这 堆 棋子的 总 数不是 15 而是更大的

一个奇数
,

而且每人每次取子 的 个数也不一定最多是 3 的话
,

甲的 获 胜策略又将怎样

呢 ?

以下我们假定棋子的总数是奇数 N
,

甲乙两人轮流取子
,

每人每次所取的颗数至少
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是 l颗
、

或 2颗
,

… …
,

最多是 , ( 8 > l) 颗
,

直至取完后
,

谁取的棋子总数是奇数谁就

是胜者
。

站在甲的立场
_ _

仁
,

我们考虑 甲的获胜策略
。

显然当 8 二 1时
,

只要甲先取子
,

获胜是

无疑的
。

下面假定
s
) 1 ,

显然要回答的 问 题 包括
:

( I ) 棋子 总 数 N 是个什么样的奇

数
,

甲才有可能获胜
,

即有获胜策略 , ( I ) 当 N给定后
,

甲 应 采 取 什 么 样的策略取

子
,

才能获胜
。

针对问题 ( I ) 我们有如下结论
。

设甲某次取过棋子后
,

留下给乙取的棋子总数是 :
.

定理 1 设棋子总数是奇数 N
,

且 8 为一奇数
,

甲在每步取完棋子后
:

功 若甲所取的棋子数与手中已取的棋子数之和饥是奇数
,

则甲获胜的充分必要条

件是留下给乙取的棋子数
,
满足

, 二 O或 1 ( m o d ( 2 5 + 2 ) ) ;

2) 若甲所取的棋子数与手中已取的棋子数之和 。 是偶数
,

则甲获胜的充分必要条

件是留下给乙取的棋子数
, 满足 , ” 。 + 1或 “ 十 2 ( m o d ( 2 5 + 2 ) )

。

定理 2 设棋子总数是奇数 N且 s
为偶数

,

甲在每步取完棋子后
:

1) 若甲所取的棋子数与手中已取的棋子数之和 。 是奇数
,

则甲获胜的充分必要条

件是留下给乙取的棋子数
,
满足

, . 0或 1 ( m o d (s + 2 ) ) ;

2) 若甲所取的棋子数与手 中已取的棋子数之和 。 是偶数
,

则甲获胜的充分必要条

件是留下给乙取的棋子数
, 满足 , ` s + 1 ( m O d( 8 + 2、 )

。

有上述两定理的结论
,

我们即可解决问题 ( 1 ) 得到如下结论
。

定理 3 设棋子总数 N 是奇数
:

1) 当
8 是奇数时

,

甲先取子能获胜的充分必要条件 是 N 并 s + 2 ( m od ( 2 8 + 2 ) ) ;

2) 当
吕是偶数时

,

甲先取子能获胜的充分必要条件 是 N 羊 s 十 1 ( m od s( 十 2) )
。

2 定理的证明

定理 1 的证明 先用数学归纳法证明充分性
。

对甲 某 步留下 棋 子数
,
进行数学归

纳
。

1 ) 当 ,
< 2 5 + 2时

若 。 是奇数
,

无论 , 二 O还是 , = 1
,

甲均已获胜
,

若 。 是偶数且
, 二 s + 1或

“ + 2 ,

有

(a ) 当 , = 。 十 1时
,

则 r 是偶数
,

且若乙再取 t Z颗棋子
,

甲只须再取 t l

颗棋子 ,

, 一 t : 一 1 若` : 是偶数
, 一 ` :

若 t : 是奇数

.r,、.

.、

一一

则甲便获胜
。

b( ) 当 , 二 s 十 2时
,

则 ,
是奇数

,

若乙再取 t : 个棋子
,

则甲只须再取几个棋子
:

r 一 t : 若 t : 是偶数
俨 一 t : 一 l 若` : 是奇数

..r心lse、

一一

甲便获胜
。

总之
,

当 ,
丈 s2 + 2时

,

充分性为真
。

2) 假设充分性对所有小于
, 的满足定理条件的棋子数都成立

,

下面考察甲留下 ,
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的情形
。

(a ) 当 哪是奇数
,

且 , ` z 或 O ( m o d ( 2 5 + l ) )
,

设乙再取 t Z

个棋子 ( 1《 1 2《 , )
,

则

甲可按下述策略取子 t ,

个
:

s 一 名2 + 2 当 t Z为偶且 , , 1 ( m o d ( 2泞 + 2 ) ) 时
s 一 t Z

当 t Z
为偶且

, , O (mo
d ( 2 5 + 2 ) ) 时

s 一 t Z+ 1 当 t Z为奇且
,

,

` l或 0 ( m o d ( 2 5 + 2 ) ) 时

!
I

v

ee
..气

一一
J扒目

显然
,

1 ( ` :

簇 8且 t
l

总为奇数
,

于是经过这一轮取子后甲手中的棋子总数解 + t
;

为偶数
,

而留下给乙的棋子数为
, 一 t

, 一 几, s + 1或 s + 2 ( m do ( s2 + 2 ) )
,

故由 归纳假设知
,

甲必

获胜
。

( b) 当 。 是偶数时
,

且 , ` s 十 1或 ; 十 2 (m de ( .2s 十 2) )
,

仍设乙再取 t Z
个子 ( 1 ( t

Z

《 s)
,

则甲可取
:

s 一 t Z十 1 当名2 为奇数时

夕 一 t : 当 t Z为偶数时且
, , s + 1 ( m o d ( 2 , + 2 ) )

s 一 名: + 2 当 t Z为偶数且 , 二 s + 2 ( m o d ( 2 5 + 2 ) )

J....r.,二

一一
J乙

同样可验证
,

由归纳假设知
,

甲必获胜
。

再证定理的必要性
。

z ) 若 。 为奇数且
, 等 1

,

0 ( m o d ( 2。 + 幻 )
,

设 : ` : ,

( m o d ( 2
5 + 2 ) 、

,

其中 2 ( , s

(

2召十 1
.

( a) 叽 《 s 十 1
,

而此时乙手中的棋子数的奇偶性与
,
相同

,

从 而 与
r , 一 1相反

,

于是

乙再取 , 。 一 1个之后手中的棋子总数为奇数
,

而留给 甲取的棋子数同余于
, : 一 ( :

。 一 l) 一

1 (m o d ( 2
。 + 2 ) )

,

由定理的充分性结论可知
,

乙能获胜
。

( b ) 八>
; 十 1

,

此时乙可取
, , 一 ( ; + l) e 〔1 ,

s) 个
,

之后乙手中便共有偶数个棋子

数
,

而留给甲取的棋子数同余于
: , 一 【, : 一

(s + 1 ) 1二 , + l ( m od ( 2。 + 2) )
,

因此由充分

性结论知
,

乙能获胜
。

2 ) 若 二是偶数且
, 等 s + z

, s + 2 ( m o d ( 2 5 + 2 ) )
, , 二如上

,

此时满足
, ,

e 〔o
,

2。 + 2 )

且气戈
s 十 1

, s 十 2
.

( a ) , :

<
; + l

设乙接着取 t
:

个棋子
:

{
, ·

当
护·

为偶数且
r ·

> ”

几一 }
“ 当 , ·

为偶数且
,

一 ”

t
r ,

当 r ,

为奇数

之后
,

乙手中的棋子总数的奇偶性分别是
:

奇
、

偶
、

奇
; 而留给甲的棋子数分别同余于

:

, : 一 : , 二 0 ( m o d ( 2 5 + 2 ) )
、 护 一 s ` 2 5 + 2 一 s = s + 2 ( m o d ( 2 5 + 2 ) )

、 r : 一 , :

= O (m o d

(2 s + 2) )
,

故当` <
; + 1时

,

由充分性乙能获胜
。

(b ) , 。

)
s 十 2

,

此时乙手中已有的棋子数的奇偶性 与
, 的奇偶性相反

,

因而与
, 。 -

s 一 2相同
,

故乙再取 , , 一 , 一 2个子后手 中子数是偶数
,

而留给 甲取的棋子数同余于
, 。 -

( , , 一 s 一 幻 = 泞 + 2 ( m o d ( 2 5 + 2 ) )
,

故当
, ;

>
s + 2时

,

已能获胜
。

至此必要性证毕
,

因而完成 了定理 1 的证明
。
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定理 2 的证明 仍对 r 进行数学归纳来证明充分性
,

其方法与定理 1 的证明相似
。

1 ) ,
<

s + 2

若 叨是奇数
,

只要 , = O或 1
,

则甲已获胜 ;

若m是偶数且 r 二 s + 1
,

设乙接着取 t : 颗棋子
,

则甲可取 t ,

颗
:

, 一 t : 当 t Z是偶数

, 一 t: 一 1 当 t Z是奇数

产.1
诊、

wet

一一
`̀

甲便立即获胜
。

2) 假定充分性对所有小于
r
的满足定理条件的数都成立

,

下面考察甲留下 r 个子的

情形
。

( a ) 若 m为奇数且
r “ l或。 ( m o d ( s + 2 ) )

,

设乙接着取 t :

个棋子
,

则甲取 t
,

颗子
:

。 + 1 一 t: 当亡
2

为奇且
, 三 。

。 + 3 一 t
:

当 t
:

为奇且 : , 1

。 十 2 一 t: 当 t
Z

为偶时

1 当艺: = 1且于 , 1

( m o d ( s + 2 ) )时

( m
o d ( s + 2 ) )但 t

Z

等 ] 时

( m o d ( s + 2 ) )时

易验证并由归纳假设知甲必获胜
。

b( ) 若 m是偶数且
尹 二 s 十 1 ( m o d s( 十 2 ) )

,

仍假设乙接着取 t : 个棋子
,

则甲接着取 t
;

个子
:

。 + 卜 t : 当去
2

为偶卜;
。 一 ` : 当 t

Z

为奇时

..r之..L

一一
子心

同样验证并由归纳假设知甲必获胜
。

再证必要性
。

l ) 。 为奇数且 , 葬 z
,

O ( m o d ( s + 2 ) )
,

设 , 二 , :

( m o d ( s + 2 ) )
,

其中z <
二 ,

《 s + l ,

乙取 r 。 一 1 ) 1个棋子
,

此时
,

无论 , 的奇偶性如何
,

乙手中的棋子总数总是奇数
,

而留

下的棋子数为
, 一 ( :

, 一 1 ) . 1 ( m o d ( s + 2 ) )
,

故由充分性知乙能获胜
。

2 ) 。 为偶数
,

且 , 举 s + 1 ( m o d ( s + 2 ) )
,

即。 ( , s

( s ,

乙可接着取 t Z
个

:

,

= 0

:

) 1

1气
了且J、esL

一一

在第一种情况下
,

乙取子后手中的棋子数是偶数
,

而留下的棋子数为
: 一 t

: , , 一 1二 ; +

1 ( m od (s 十 2) ) ;
在第二种情况下

,

乙取子后手中的棋子数是奇数
,

而留下的棋子数为

r 一 r 。
二 o ( m o d s( + 2) )

,

故由充分性知
,

乙能获胜
。

至此必要性证毕
,

从而完成了定理 2 的证明
。

从上述两个定理的证明过程中
,

不难看出每个定理的 1) 和 2) 具有互补性
,

即甲或可

按 l) 取子或可按 2) 取子
,

二者必居其一
。

因此定理 1和定理 2实际给出了甲的获胜对

策
。

定理 3 的证明 先证充分性
。

1 ) s 为奇数时且 N 等 s + 2 ( m o d ( 2 , + 2 ) )
,

设 N 二 N
,

( m o d Z s + 2 )
,

其 中N
:

〔

【1
,

s2 + 2)
,

但 N
。

是奇数且 N
。

钾
s + 2

,

于是当 N
。

任 〔1
, s + 1) 时

,

甲可先取 t
:

个棋子
:

t
l = 灭

、 .

此时甲手中的棋子数 t
l

是奇数而留给乙的棋子 数为 N 一 t产 0 ( m od ( s2 + 2) )
,
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因而甲能获胜 ; 当 N
,

〔 ( 。 + 3
,

2e 十 11 时
,

令 N
,

= s + 凡
,

则久是偶数
,

于是甲可先取`: 二

几一 2颗棋子
,

显然 t :

总是大于 。 的偶数而留给乙的棋子数为
:

N 一 t
l二 N

, 一 几十 2二 s +

2 (m时 ( 2 5 + 2 ) )
,

因而甲能获胜
。

2 ) s 为偶数且 N 等 s + 1 (m o d ( s + 2 ) )
,

设 N , N
。

( m时 ( s + 2 ) )
,

其中 N
,

为奇

数且 N
,

任 〔1
,

s)
,

则甲可先取 t : = N
。

个棋子
。

由于此时甲手中的 棋 子数是奇数
,

而留

下的棋子数为 N
一 t : . 刃

。 一 N
。二 0 ( m o d ( s + 2 ) )

,

因而甲能获胜
。

再证必要性
。

1 ) s 是奇数且 N . ; + 2 (m o d ( 2召 + 2 ) )
,

又设甲先取 t
;

个棋子
,

留下 , = 万 一 t
;

个棋

子
,

显然
:

当 t ;

为奇数时
,

因 1《 t : 《 s ,

所以 , = N 一 ` : 二 , + 2 一 t:今 1或。 ( m o d ( 2 5 + 2 ) ) ;

当` ;
为偶数时

,

因2《 t : <
s ,

所以 , = 歹 一 r
l
二 s + 2 一 t :等

s + z或 s + 2 ( m od ( 2公+ 2 ) )
。

故

无论 ` ;

如何
,

若乙按所给规则进行取子
,

甲必输
。

2 ) s是偶数
,

且 N 二 s + i ( m o d ( 召+ 2 ) )
,

又设甲先取 t l

个子
,

留下
, = N 一 t ;

个子
,

显然
:

当 t , 为奇数时
, l ( t : 《 s 一 z

,

故 , = N 一 t ; 二 s + z 一 r
,

共 。或 z ( m o d ( s + 2 ) ) , 当 t ,

为偶数时
,

2 ( t ;

《 s ,

故 , = N 一 t ;
二 s + 1 一 r l

等
s + 1 ( m o d ( s + 2 ) )

。

因此 甲也会输
。

至

此必要性证毕
,

从而完成了定理 3 的证明
。
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W e h a v e

C o r o l l a r y 尸 ( n , s ) 15 a w i n f o r P 。 i f f n ` s + l (m o d ( 2 5 + 2 ) ) w h e n 5 15

o d d a n d n “ s + 1 (m o d ( s + 2 ) ) w h e n 5 15 e v e n
.

K e y w o r d s : o P e r a t i o n s r e s e a r c h
,

g a m e t h e o r y
, s t r a t e g y

, e o m b i n a t i o n ,

w i n n i n g s t r a t e g y
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W in d o w P a r a l le l A l g o r i t h m s f o r S o lv i n g

T h r e e 一

l e v e l S e h e m e s o n M IM D M a e h in e s

X l o n g Y u e s h a n

( D e P a r tm e n t o f A P P l i e d M a t h e m a t i e s a n d S y s t e m E n g i n e e r i n g )

A b s t r a e t

I n t h i s P a P e r ,
t h e w i n d o w P a r a l l e l a l g o r i t h m s f o r s o l v i n g g e n e r a l t h r e e -

l e v e l s e h e m e s o n
M l M D m a e h i n e s a r e P r o P o s e d , t h e W B J s

山
e m e s a r e g i v e n

,

a n d t h e e o n ve r g e n e e f o r t b r e e 一 l e v e l s e h em c s 15 P r o v e d
.

T h e e o n e l u s i o n s o f

t h e P a P e r s h o w t h a t t h e e o n v e r g e n e e f o r t h e w i n d o w P a r a l l e l a l g o r i t h m s 15

i n d e P e n d e n t o f t h e s i z e o f t h e w i n d o w
,

W h i e h h a s i n f l u e n e e o n t扛e e f f i ic e n e y

o f e a e h P r o e e s s o r
.

K e y w o r d s : P a r t i a l d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s ,

d i f f e r e n eC s , i t e r a t i v e m e t h o d s ,

w i n d o w
,

W B J m e ht o d
,

t h r e e一 l e v e l s
hc

e m e s


