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摘 要 本文讨论了 L g光顺样条函数的投影理论 , 从投影理论出发得到了 L g 光顺样条

函数的递推建立法
;
通过一组特殊的基底使 A sn el o n e P M 等人关于光顺样条函数 的 构造

法 (见
` N u m e r M

a t h
. 》 .

1 9 6 8
,

N o
.

i Z )得到 T 简化
。
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,
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共扼算子
,
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.
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设函数空间

二一

{
了( ` )

, ` 。 。。
,

: 〕
:

,
(

一
存在

,

且

J:
,̀ (。 )

,
2

<一
}

其中了
`川表示 f 的

n 阶导数
。

记 I = 【o
,

少 〕
,

再设 L 为从 H到平方可积函数空间 L :

( )I 的

微分算子
:

L = D
”

+ a卜 : ( t ) D一
,

+ … + a :

( t ) D + a 。 ( t )

其中 D ` 碌 /d t
, a , ( t ) 任 C J ( I )

,

0 ( j ( : 一 1
.

设 {久 ,
}丁

一 ;

( N > 幻 是 H上一组线性无关的连续泛 函
,

{ p ,
}丁

、

{勺 } T均为实数
,

且

P ,
< 0 ( i ( J ( N )

。

定义 1 [2〕 函数 s (
·

) 任 H称为关于 {久 ,
}了和 {户

,
}梦光顺于 {

, ,
}梦的 L g样条

,

如 果
s (

·

)

是下述极小化问题的解
:

愧: {{:
( L , )

2 +

碧
: 。 ;

1

(一
“ 、 , 2

} ( l )

一方面
,

通过再生核希尔伯特空间理论
,

可建立样条平滑与某个随机过程的线性最

小二乘估计之间的对应关系
,

从而用随机平滑方法可建立样条平滑的递 推 法 21[
·

31[
, 另

一方面
,

光顺样条函数方法又用于随机系统的估计
、

滤波和平滑
,

这方面的综合性文献

可见 〔司
、

〔5 ]
。

因此
,

由样条的投影理论出发直接探讨光顺样条函数的递推法
,

在理论

和应用上都是有意义的
。

1 0 6。年 4 月 4 日收稿
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1 在空间H 中的投影描述

在这一节
,

我们给出 L g光顺样条函数的一些基本结论
。

满足式 ( 1) 的样条
s (

·

)总是存在的
,

且 s(
·

)唯一的充要条件是

{几
I }梦在 N ( L )上线性无关或 N ( L )自U ( 0 ) = { 8 ,

} ( 2 )

其中 L 的零空间N ( L )为 H的 :
维子空间

,

e H 为 H 中零 元
,

U ( 0) 二 { f 任 H
: 久 ,

f = O
,

1 ( j《 N }
。

设 {
: , (

·

) }了是 N ( L )的对偶于 {久
`
}兮的基底

,

即

L “ , = o
,

几` z , = ` 、 j , 1 ( ` ,

J ( , ( 3 )

再设口 (
· , ·

)为 L 的满足

L G (
· , 丫 ) = 占(下一 )

, 久,口 (
·

, 了 ) = 0
,

1 ( j ( “ ( 4 )

的格林函数
,

则对任意 f e H 可唯一分解为

f (名) =

这样
,

可在 H 中引人内积
、

<f
,

g>二

习 ( 几 ,
f ) “ , ( t ) +

了= 1

范数为

J:
“ “ , ` ,`“ “ ” ’ ` 了

( 5 )

、 .户、 J八07
`

了、了、̀

艺 (久 , f ) (久 , g ) +

二
一 ’ I:

` L f , (` “ ,
,

`
、

“ 任 万

11f }}
2 = 艺 ( 久 ,

f )
+

J:“
` ’ 2

可以证明在内积式 ( 6) 下
,

H 为希尔伯特空间
。

再设

H
十 = { ( f (

·

)
, e )

:

f (
·

) 任 H
, e 二 ( e , ,

…

其中
。 , (1 簇 J ( N ) 为实数

。

可知 H
+

为希尔伯特空间
,

<(了
, · )

,

( , , ` ) >
二 + 一

了:
( L * ) ( L , ) +

,fl

, e 二 )
’
任 E 万 }

其内积与范数为

p 万
` e , d ,

、 、产、 .产

RàO甘
了.、了吸
、

+ 艺 (久,
f + e , ) (久 , g + 止, )

了= 生

}}(了
, · ) !}:一 J:

( L , , 2 +

暮
。 :

! ·
, + 艺 (几, f + e , ) 2

若记 U 李二 { ( f
, e ) 任 H

+ . e , = , , 一 久, f
, z ( J ( N }

,

则由式 ( 9 )知
,

极小化问题式 ( l )与

极小范数问题

m i n !! ( f
, e ) !}

,

(l
, 。 ) 任 u 吉

( 1 0 )

等价
。

由 {几
,
}牛规定 H

十

上的一组泛函 {久亨}璧

几岁( f
,
诊 ) = 先,

f + e , ,

1《 J《 N ( 1 1 )

设 {几亨} f在 H
`

中的表示为 {h支}了
,

且设S
十

是由侧支} f生成的子空间
,

则得

定理 1 极小范数问题式 ( 10 )的解 ( 8 ,

的是 U李中任意元素在 S
十

上的投影
。

设玛 = (吞, ,

。 , ) ( 1《 j ( N )
,

则由定理 1 可得

定理 2 满足式 ( 1) 的 L g光顺样条函数为
s ( r ) = h

`

( t ) R 一 ’ , ( t任 I ) ( 12 )
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其中几
`

( t )二 (而: ,

…
,
h 二 )

,

R = ( (几奋
,

几支>
, ,

)为N 阶对称矩阵
, , ` = ( r : ,

…
, r 二 )

。

定理 l
、

2 及其有关结论的证明可参阅文献 〔l ]
、

[幻
、

[ 6 ]
、

7̀ }
。

对于 t
、 T 任 I

,

设

K ( r
, 了 )

由式 ( 3 )
、

( 4 )知

一

启
; “ + , , )一 “ ,一 (: , +

I:
G“

,

“ ,
·

G`一 “ ,“ ( 13 )

L K (
·

, : ) = 口 ( r
, ·

)
,

人 ,
K (

· , r )二 ( I + p , )“ , ( , )
, 1《 J《

”

设 。 , ( l《 夕《 N )为忍万的标准单位向量组
,

再设

( 14 )

“ `

(
·

)二 ( `
:

(
·

)
,

…
, “ ,

(
·

)
,

0
, … , o )

,

N 维向量

口二 d i a g ( 户
; ,

…
, p 二 )

,

N 阶对角线矩阵

、 : 一

!{鹭
t )

, 一 口名 ( t ) )
, t任 I

·

)口e ` ,

口e :

)
, t 任 J

( 1 5 )

其中 J = { 1
,

2
,

…
,

N }
。

则 K 言为希尔伯特空间 H
十

的再生核
,

即可以证明

K 言任 H
` ,

对每一个 t 任 I或 t 任 J ( 1 6 a )

<( ,。
·

,
, · )

, ` : >
,

一
{
` (

鱿: :巨二 ( 16 b )

由式 ( 1 1 )
、

( 15 )和 ( 1 6 )可得衬 = (吞, , 。 , ) ( j 任 J )为

h , =

。 ,一

不(
o ,

…
,

。 )
, ,

一

t ( 一 P , 凡了2 1 ,

…
,

【 “ , ,

1 ( J ( ,

t凡
,
K (

·
,

t )
, n + 1《 夕《 N

1 < j 《
”

一 户
。

久 , z 。 , 0
,

…
,

P s ,

…
,

0 )
` ,

( 17 )

泥 + 1 ( 夕《 万 ( 1 5 )

上式中 p , ( , + l《 夕( N )是。 ,的第 j 个分量
。

因 ( h言
,

h夕>
, 十 = 久育h支

,

再由式 ( 3 )
、

( 1 1 )
、

( 14 )
、

( 17 )和 ( 18 )可得到公式 ( 12 ) 更具体

的形式
· ( `卜 ” 尹

( : )

(公二
’

)
一 ’

一 “ ( 19 )

其中A = ( 久
, 十 ` : , )为 ( N 一 , ) x :

阶矩阵
, I ,

为 : 阶单位矩阵
,

B = ( 几
。 , `
久

. + ,
K + P。 , ,吞, , )

为 N 一 :
阶对称矩阵

。

2 递推法

上一节的投影公式不具备递推性
,

不便于约束条件 (观测数据 ) 的增加和修正
。

为

此
,

我们考虑递推计算法
。

设耐二 (万, ,

。 , )是衬 ( J任 J )通过施密特标准正交化得到的
,

和 ( 1 8 )知

无支= 几} = ( : , ,

o )
, i ( J《

。

则由式 ( 3 )
、

( 1 1 )
、

( 17 )

” , 一 `

小
K (

·
, `卜落:

( “ , “ )`
,

, , 十 l 《 夕《 N

( 2 0 )

( 2 1 )
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。
, , : “ d石季

: 。
。 十 : ,

必 , = d了
`

!。
, - 省 (几,无

`
) 。

, , + 2 ( J( N ( 2 2 )
` , 目 + 1

其中

` , 一 },̀ , ,}
, 十 , ` ,一 ` ,

一

::t
(“ ,“ )` ,

, · + ` 、 ,、 N
( 2 3 )

引理 满足式 ( l) 的 L g光顺样条函数 s( 约为

N
s ( t ) = 艺 于 , h

其中 {于
,
} f是 { r ,

} f经过 由 {h重}t’ 到 {衬}了的同样的线性运算得到的
。

记 l言= ( l , , a 。 ) ( . + 1《 k ( N )
,

则由式 ( 14 )
、

( 1 7 )
、

( 1 8 )和 ( 2 3 )可得

引理 2 设 a , = ( a 七: ,

…
, a , 二 )

’

( . + 1( 论《 N )
,

则

几 , l , + a , , = o , “ + l ( 无( N
, 1《 j ( 。

若记 f
, = L I , ( 。 + 1《 j 《 N )

, 夕。 , = 户了
’ a 。 , ( : + z《 k ( N

, 1《 J ( k 一 1 )
,

则可以

证明

f
, + : ( t ) = 久

. + : ( , )口 ( 了
,

t )

f
, (` ) = 几 , ( , ) G (丫

,
t ) -

了一 1

艺 ( 几 ,无` )`百’ f
` ( t )

, 。 + 2 ( j 《 N

( 2 4a )

( 2 4 b )
` 二 份 十 1

= 一 几。名 , 一 笼
`

(久,而` )`百
`尹` , , i ( j 《

,
( 2 5 a )

f = 曰 + 1

一 悦
`

( 、 ,
;
` ) ` ;

, ; ` ,
,

。 + 1《 J《 k 一 1
( 2 5 b )

,.刁口七七公
`

尹

` 二了

由式 ( 2 0) ` ( 25 )及引理 1
、

2 可以建立 L g光顺样条函数的递推法如下

( 1 ) 取无
`二 z `

( 1《 `《 , )
,

计算
。 。 , , , , = 久

。 + :无, ,

i 《 J《
。

尹
。 十 : , , = 一 ” . 十 : , , ( 1 ( 夕簇

“ )
, 尹

, 、 : , , 牛 ; = 1

f
。 十 ; ( t ) == 久

。 十 : ( , 》存 ( 了
,

t )

、 _ 「f
r ,

一
+ :

I J 。 J

n + l

盖
十 ; + 习 户 , , 盖

十 , , ,

, = 1

1 / :

无
。 十 : 二 d石早: 久

。 十 i

K
- 名 刀 , + : , ,无
才= 1

( 2 ) 对于无= 招+ 2 , . + 3 ,

公七 ,

…
,

N

二 几
,

而, ,

,

循环递推计算

l 《 j《 “

曰艺间” 。 , = d歹
`

}几
, 久 , K - 刀 j` ” “

: + 1《 j簇 k 一 1

P` , = 一 刀古了一 毯
`

, , “ 万`尹` , , i 《 j ( “

` = ” + l

几一 1

夕。 , “ 一 习 , , ` d万
` p ` , ( 。 + i 《 J《 k 一 l )

, p 。 。 二 1

` = 了

f
, = 久。 G 一 卜

1

、
、

`石 J

” , ` d万
`

f
`

、 一 f「
r

一 ,
一 LJ

O

` = 璐 + l

合

+ 艺 户 , p急
,

了= 1

告
儿
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几一 1 1

结一: .
一

一技

一ù一
3 6

无
* = d石

`

{凡
, K 一 艺 。 。 、而

(3 ) 取于`二 , `
( 1 ( 艺簇 : )

,

对k 一 , 十 1 ,

…
,

N 递推计算

,
一 “ 、 1

!一
( 4 ) 得 L g光顺样条函数

吕 ( t )及 L s ( t )
:

万

s ( t ) = 艺
七 = 1

万

L s (￡) = 习
七二 仰 + 王

1

刀奋 ` r `

l

矛。而。

卜名卜

八 d石
’

f
,

( t ) ( 2 6 )

3 在空间L
Z

(I ) 中的构造法

取由空间 H 到空间 Z 二 L : ( )I x E 万的线性算子 T :

T f = ( L f
,

A f )
,

f 任 H ( 2 7 )

其中 A f 二 (凡了
,

…
, 几二 l)

’ 。

空间 E 万的内积取为

万

(
e ,

d >
, = 习 户万

’ e , d J ( 2 5 )
才= 1

其中
e = ( e : ,

…
, e 二 )

` , ` = ( d
: ,

一
, ` 二 )

’

任 E 刀
.

设 : : = (梦
, e )

, : : = ( 。
,

d ) 任 Z ,

在 Z 中取

内积

<
: : , z :

>
: = <今

, 。 >
: : + <

e , ` >
,

则 Z 为希尔伯特空间
。

对于任意
: = (梦

, 。 ) 任 Z ,

定义 T 的共辘 T 爸为

T 苦 z = L 苦夕+ A 苦 e

其中L气 A舍分别为 L
、

A 的共扼算子
,

易知

( 2 9 )

( 3 0 )

( A
釜 e ) ( t ) “ 习 p 于

’ e , b , ( t )
才 , 1

( 3 1 )

上式中 {b ,
}爹为 {几

,
}夸在 H 中的表示

。

类似于文献汇l]
,

可得到下面三个引理
。

引理 3 设 L 的值域 R ( L )为闭集
, s 是满足式 ( l) 的样条函数

,

则

T s 一 a = N ( T 铸 ) ( 3 2 )

其中
a = (口: : , , )

,

夕
; :

为L : ( I )中零元
, , 二 ( , , ,

…
, , 二 )

’ ,

N ( 少苦 )表示 T 釜的零空间
。

引理 4 设 S 是由 {b J
}夸生成的空间

,

则

A釜 f A N ( L ) 1 1 = 召门N ( L ) 1 = L 釜 ( L召土 ) l

d i m [ ( A N ( L ) ) -J
] = d i m [ S 门 N ( L ) 1

] = d i m [ ( L召工 )土 ]二 N 一 :
.

引理 5 设 {c, }盛
十 :

为上A N ( L ) 1
1的一组基底

,

则
x , = 通 , e , ,

f , = L , 一 ’ : , ,

f
, = ( f

, , 一 c , )
, 。 + l ( J( N ( 3 3 )

分别为S 门N ( L )上
、

( L召 J )
」
和 N (少关 )的基底

。

由上述三个引理
,

即可得到

定理 3 设 R ( L )为闭集
,

则由式 (1 )确定的样条函数
; 满足

少 s 一 a 二 f
,

F
一 `

d ( 3 4 )
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其中了
` = (f

。 , , ,

…
,

了
二 )

,

尸 = ( ( f
。 + ` ,

j
, + ,

>
:

)为万 一 。 阶对称矩阵
,

以` = ( 一 <
a ,

f
。 * :

>
,

…
,

一
<

a ,

了
二
> )

。

在应用式 (3 4) 求样条函数
。
时

,

要由式 (3 3) 确定 N ( T 签 )的一组基 { j, }认
: ,

这在实

际计算中是很困难的
。

下面
,

我们直接给出 N ( T 勺 的一组基
,

使实际计算得以简化
。

引理 6 由式 ( 18 )给出的 {。 ,
}塔

十 ;

是 〔A N ( L ) 1
二的一组基

。

证明 对任意的 f 〔 N ( L )
,

由式 ( 2 8 )
、

( 1 8 )
、

( 5 )和 ( 4 )知

( 。 , ,
A f )

, = 一 艺 ( 久 , “ ` ) (久`
f ) + 几 ,

f

( “ `
了)一

」
一 0 , · +

“ , ` N

又显 然 {。 j
}登

, : 是线性无关的
,

.

艺卜

1一目子」
..

l
..L

J
久一一

即。 ,任 〔A N ( L ) ]
l ( : + 1 ( J( N )

。

成立
。

再由引理 4知结论

(证毕 )

引理 了 设幻 , A釜。 , ( “ 十 l < J < 入 )
,

则

L 乍 一 ’
k , = 久 , ` , ) G ( : ,

·

)
, 。 + l ( J成 N

.

证明 由式 ( 3 1 )
、

( 1 8 )得

易知 b `二 么` ( 1 ( `(
钻 )

,

即得

k , = b , -

k , = A解。 , == 一 艺 (几 ,名 `
) b ` ( t ) + b , (` )

` . 1

于是 几, : ` = 几, b . = 凡。
如 l( 《 《̀ : , 1 ( J《 N )

,

再注意到式 ( 5 )
,

习 ( 久` b , ) z ` ( t ) =
r全 _

」
。 G (`

, ` ) ( L b ` ) ` ,
, ” + `《 J 《 N

由此知 <“
,
无,

>
, 二 0 , L论, = L b , ( 1长￡( 。 , “ + 1《 ￡( N )

。

于是可得 ( b ` ,

k ,
>

a = <k
` , k ,

>
,

( ” + 1《 感,

J《 N )
,

故有

<L · ( “ , o )
,

k ,、 一 <“
, e

,

L ` ,
)一 J:

`“ ` G ,` L“ , ,

= 几` k l“ ( b`
,

沦,
>
二 = <忍

, ,
k ,
汾

, , + 1 < ￡,

J ( N

由引理 5 知
,

k , 任 N ( L )一
,

而上式有 无, 一 L书 (几 ,口 )任 N ( L )
, 。 + l 《 J成 N

,

L 苦 (几 , a ) ( 。 + i < j ( N )
。

由引理 5
、

6 和 7知

寸, (才) = (又 ,吞 (
·

, ` ) 一 。 , )
, 。 + 1 ( 夕( N

为N ( T 勺的一组基
。

由公式 (3 4)
,

即得

定理 4 设 s(
·

)是由式 ( 1) 确定的样条函数
,

则

L 习 = g I

H
一 ’
岔

故 知 幻“

(证毕 )

( 3 5 )

A习 一 , = 。 `
H

一 `
岔

其中
g

`
二 (几

。 * ;
G

,

…
,
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4 结 束 语

文献〔2 ]指出了 L g光顺样条函数是某个随机过程的最小二乘估计的样本 函数
。

利用

这种对应关系
,

本文的样条函数递推法自然可用于计算某类随机过程最小二乘估计的样

本函数
。

另外
,

设 8 为满足式 ( l) 的样条函数
,

则 L s 便是某个随机动态系统的 满足性能指标

式 ( 1) 的最优控制 8[]
,

这样
,

由式 ( 26 )知本文的递推法也是求最优控制 L s 的递推法
。

利

用公式 ( 3 5) 亦可直接得到最优控制 L o
.
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