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保形的 H er mi te插值样条函数

方 连
(系统工程与应用数学系)

摘 要 本文讨论一种满足H
e

o ite 插值条件的保形样条函数
,

文中构造了一个保单调

的样条函数。(
二
)

,

且 q (
二
)满足下列条件

:
i) 空(

二‘)~ , ‘
,
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,
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,
2
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⋯
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‘
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该方法对凸数组及相应的导数也适合
。
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,
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,
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,
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对于分划

」
: a 二 : 。

<
: ;

< ⋯< 石<
r 。 十 :

= b

给定佃
‘}李端处的函数值勿

‘

}飞端
,

若勿
‘}牛易是单调 (凸 ) 数组时

,

文 〔l] 用分 段 B er n -

。te in 多项式构造了保形的插值样条函数
,

但往往在 行
‘
}丁黝 处的导数值也被给定

,

这时

[1 1中的方法就无能为力了
。

若用常规的分段H e rm ite 插值又不具有保形性
,

因此必须寻

找新的方法
。

本文讨论了这种特殊的插值
,

构造了一种在 {
: ‘
}咭易 处插值函数 值与导数

值的保形样条函数
。

1 H e rm ite插值与Be m ste in 多项式

我们易得满足条件

H (0 ) = 0
,

H
’

(0 ) = 3 ; H (1 )= 1 / 3
,

H
‘

(1 )二

的H e rm ite插值函数

H (: )一

告
: , + 3 : (‘一 ‘ , ’

从上式易验证 H (x) 既不保单调也不保凸
。

那么
,

为什么H er m ite 插值不象 Be rns te in 多

项式一样具有保单调 (凸) 性呢 ? 这可以从它们两者之间的联系看出
。

设 [0
, 1 ]上的三次H e rm it e插值为

l

H (二) = 习 犷
‘

H 金
“ 0

(: ) + 艺 即; H l
十 : (二) (1 )

其中
(劣) = (二 一 1 )

2

(2 : + 1 )
,

H l(
劣) = 劣 2

(3 一 2 劣

(: ) = 劣(: 一 l)
2 ,

H 会(劣)= (: 一 1 ):
2
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由{H 尝(
: )}二二 。与B e r n stein

基函数 {B
‘3 (: )}谈

一 。的关系知 [ 2 ]

H 急(
: )= B 。3 (二) + B : :

(: )
,

H 贾(
: )二 B : : (: )十 B : 3 (劣 )

万夏(
劣)= B 1 3

(: )/ 3
,

H 孟(
x )“ 一 B 2 3 (劣)/ 3

其中 B 、:

(劣)= C 当:
‘

(l 一 劣)
3 一 ’ ,

葱= O
,

1
,

2 , 3
,

0毛 t簇 1

将H 层(幻代人式 (l) 得

H (劣)二 夕。B o3 (: ) + (梦。+ 岁石/ 3 )B
: 3 (: )

+ 夕: B 3 s(劣) + (夕, 一 梦; / 3 )B : 3

(: ) (2 )

设依次连接点(o
,

夕。)
,

(1 / 3
, 夕。 + 夕石/ 3 )

,

(2 / 3
, , : 一 今; / 3 )

,

(z , 夕: )所构成的折线

多边形为 L
,

L 对应的函数记为L (幻 (如图 l )
,

则 H (劝 正好是 L (x) 的三 次 Ber n -

st ei n 多项式
。

从而易知
:

当 L (幻是单调 (凸) 函数时
,

H (幻 也是单调 (凸) 的 , 若

L( 幻是非单调 (凸 ) 的时
,

则H (幻的单调性 (凸) 就得不到保证
。

因此 我们必须寻找

新的单调 (凸) 的折线函数石(劝
,

同时提高相应的 B e
rn s t ein 多项式的次数

,

使之满足

H e rm ite插值条件
。

(a ) (b)

2 保形H er m it e
插值样条函数的构造

设〔a
,

司上的任一分划

J : a 二甸<
: l

< ⋯< ‘< ‘
十 : = b

及型值点处的函数值污
‘

}1易及导数值 勿
‘

}呈易
,

插值样条函数
。

下面分保单调和保凸两种情况分别构造

2
.

1 保单调的H er 二it e插值样条函数

定义 飞 设 {势片端是单调数组
,

且

, ;》 o (夕;《 o) ￡= o
,

l ,

⋯
, 。 , 。+ z

若存在一单调曲线梦“ q(幻
,

q( 幻满足下列条件
:

) 在每一个子区间〔二
‘, : , 十 :

1上是三次或三次以上的多项式q 。(幻 (‘二 o
,

1 ,

⋯
,

幻 ;

) q ‘

(: )在子区间f: ‘, : ‘+ :
1上满足

:

夕‘(劣
‘

)= y ‘,

叮,

(: ‘十 ;

) = 夕
‘二 ; , q ; (

二‘)= 歹;
,

q ; (
: ‘十 :

) = 夕;
、 : ,

3少 q( 幻与数组俪
‘

}牛纷有相同的单调性
。
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则我们称q( 劝是满足H e
rm it e

插值条件的保单调样条函数
。

如图 2
,

过佃
‘,

李‘)
,

(劣
‘、 : ,

李‘十 : ) 两

点分别作斜率为 ‘
,

夕;
, :

的直线 l
, ,

l
, , ,

(‘= 0
,

1 ,

⋯
,

幻
。

首先讨论 勿
‘}节易 是单

调增数组
,

即

夕‘
+ :

> 梦
‘
￡== o

, z ,

⋯
, , , 。 + 1

, ;) o ‘== o , 1 ,

⋯
, 忍

将区间【
二‘, : ‘, : 〕三等分

,

令

哟
‘ 一 : ‘+

普
”: ‘ ,

」劣‘二 劣‘十 l 一 劣 ,

j= O, l , 2
,

3 图 2

夕乡
‘’= l‘(二梦

’)

, 5
‘’= l‘+ ;

(: 乡
‘’)

夕= 0
, 1

j= 2 , 3

设过点 (: (1
‘’, 夕气

‘’)和 (二、
‘’,

夕飞
‘’)的直线为忑

‘ ,

显然 l‘与l‘
,

l, 十 ,分别交于 (叭
‘’,

夕(1
‘’)

,

(心
’,

刀) )
。

若不等式

军公’> 夕气
‘’ (3 )

成立
,

则数组 {约
‘’}乡

二 。
是单调增的

,

在 〔:
‘, 二‘+ :

l上 由乙
,

乙
,

l‘
+ : 相交组成的三边形记

为L息
‘’,

而 L鸟
‘’对应的函数记为L 羞(幻

。

由上节知
,

对 L乌
‘)(幻作三次Be rns tei n 多项式

,

则

该多项式正好是单调的
,

且满足H er m ite 插值条件
。

如果式 (3) 不成立
,

则三次 B er ns te in

多项式不能保单调
,

于是我们将〔劣
‘, 劣‘, :

】再细分成 K ‘(K ‘
> 3) 等份

,

即

x
, ’一“ 十

云如
‘

, 一 0, , , “,

一 凡

设l‘是过点(: 气
‘’,

l(‘、
‘’))与(‘从乙

: ,

l‘
+ : (,

认七
:

; (04 ’= 歹. ,

夕从
,二 ,

‘十 : ,

刃
’二 l

‘

(: 冬
‘’)

我们 目的是找到这样的 K ‘,

使

r
.

K
‘一 1

月 _ _

、~
,

“
·‘

L
“ +

乌旨土”
, ‘

)> “

将l‘
,

l‘十 :

的直线方程代入上式得

))的直线
,

则

J= 1
,

2 ,

⋯
,

K 厂 1

(
一 +

壳
”一

) (4 )

; ‘十 : 十
(

~

牛
兰d : 。一 」: ‘

、; ;
十 :

》 ; . +

争d : ‘; ;
、 J、 成 , J 、 杏

化简得

K ‘
>
念
‘, ‘+ “一

因而取
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二
‘一

!念
(, ; + ; ;一 ,

}
+ ‘

(5 )

其中〔刘表示小于
劣 的最大整数

。

若 K ‘
< 3 ,

仍取 K
‘= 3

.

如果勿
‘二 0 ,

即夕
‘
= 歹‘

+ : ,

这时取 K
‘= 1即可

。

因为这样得

到的B “r n at ei n 多项式为直线段
。

从以上可知
,

我们找到 了〔
劣‘, 劣‘+ ,

J上的插值函数 q , (劝
.

, ‘(·卜氢
;。

‘), ,二

(淤)
·。〔一

,

一
* :
〕

(6 )

这里 B ,“(t)= c 关
:

r‘(1 一 ‘)
若 ‘一, ,

o《‘( 1
.

为了使〔
a ,

列上的插值样条函数便于描述
,

我们引入一组 函 数 {必
‘(幻}了

二。 ,

规定它

满足条件
:

劣任〔劣‘
, 劣‘十 :

]
多

: 百 [
二‘, 劣‘+ :

]
= O

,

l
,

⋯
, 忍

,l八U了

通
..、

一一
、l夕

劣
吸了、

...
认W

这样在〔
a ,

司上满足H e

rm it e
插值条件的保单调插值样条函数q( 幻可表示为

口(: ) = 艺 沪
‘(劣)口‘(劣) 劣任 〔

a ,

b ] (7 )

将 (4) 式代入上式得

q (劣) = 艺

K ‘

习 必
‘(劣)犷乡

‘’B , 二 ‘

‘一 0 了= O

(牛竺、
、 d 劣 ‘ /

(8 )

2
.

2 保凸的H er 二lt e
插位样条函擞

定义 2 设 {如 }飞挑是上凸数组
,

且

厂; “>

念

念
< ; ;<

粉 = 1 一 2 ,

⋯
, 1‘

}
, , ,

/ 」歹
。

} 沙 . + I 、、 气获丫
、 d 劣

n

若存在一上凸函数q( 幻
,

且q (劝满足条件
:

1) 在每一个子区间〔
: ‘, : ‘, :

]上q( 幻是一个三次或三次以上的多项式 q ‘

(幻 ;

2 ) q (劣)在 [
劣‘, 劣‘十 ,

]上满足插值条件
:

q ‘(: ‘)= 夕
‘ , q ‘(: ‘, : )== 犷‘

十 : , q ; (:
‘)= 夕;

,
q‘(: , + : )= g :

、 l ,

3) q (劝与数组勿
‘
}牡孟有相同的单调性

。

则我们称q (幻是 fa
,

b1 上满足 H e

rm 红 e
插值条件的保凸样条函数

。

下凸 数组类似定义
。

保凸样条函数的构造与保单调 样条 函数的 构造 类似
。

在图 2 中
,

设过 (二‘
,

犷
‘

)
,

(“
十 1 ,

夕
‘十 :

)两点的直线为l‘
,

由定义 2 中, ;的条件知l
‘,

l‘十 :

都在l
‘

的上侧
。

若 将子区

间【:
‘, z ‘, :

]三等分
,

我们要选择一个上凸的三边形L、
‘’,

它的三边分别在l
, ,

l
‘,

Z
‘+ ;

上
。

从直线方程l‘(劣)
,

l‘
+ : (劣)可计算出l

‘

的斜率
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, 卜 丛迫叹生业区些
一 3
势

一 (, ; + ; ;
、 :

)

1 通
.

口笛 ‘
-二二
曰劣 ‘

汤

若

夕;
, ;

< 歹;< , ; (9 )

成立
,

则 L 喜正好是一上凸三边形
,

那么作L (sf
)(幻的三次Be rn st e in 多项式 (6) 便是上凸

函数
。

若(9 )式不成立
,

则将〔
: ‘, : ‘十 :

〕K
‘(K

,

> 3 )等份
,

则l
‘

的斜率为

歹二

d ; ‘一

会
”: ‘(; ; + ; ; 一

K
f 一 2

K ‘

二
二

K ‘

垫
_ ; ; + ; ;

+ ;

K ‘一 Z J劣‘ K
, 一 2

要使(9) 式成立
,

必须满足

(二 ‘一 : ); ;
+ ,

< 二‘

势
一 (; ; + , ;

+ ; )< (二‘一 : ) ; ;

口 咨f

化简得

。 、 」犷;
n

.

‘ 夕 一丁甲 - - -

翌二_

(1 0 )
, 、 通岁二
J、 ‘

目

夕 一

—
一

, d 鲜t _ . ,
,

万二了
,

一 , 感+ 1

d 苏‘

由定义 2 知方程 (1 0) 中两式右边均为正数
,

从而我们要找的最小正数 K ‘为

、。一M二
{【

一
二产告不〕

,

卜顶产卜1卜
;

犷‘ 一 ~1 二
一 一刁万 梦 ‘ + !

d 苦‘ 乙 . 西‘

若 K
,

< 3 ,

取 K ‘= 3
.

〔
a ,

b] 上的保凸插值样条函数与 (8) 式完全类似
,

不再写出
。

对于给定二阶导数的保形插值样条函数我们将在另文讨论
。

3 举 例

设区

呻
,

晋}
上的一个分划

J
. o一 ‘。

< ‘ !
< , 2

<
‘ 3 一

晋

其中
汀 汀

劣‘ = 万
, 劣 , = 丁
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易验证; 一 二 3 sin :
在{

。,

习上单调增函数
。

我们进行保单调插值 时
,

每 个 子 区间
L ‘ J

〔
: . , 劣。十 ,

1 (艺二 o
,

1
,

2 )上的B e r n stein 多项式次数 K ‘由公式

、
‘一

{些(; ; 、 ; ;
十 ; )
!
+ l ‘一 。

, 1 , 2

L“犷‘ J

算出

K o == 4
,

K
; ” 3

,

K Z 二 2
.

根据 K ‘的选取原则
,

取 K : = 3
.

[ 1 〕

[ 2 ]

[ 8 〕
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