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摘 要 离散时间的有限状态马尔可夫链最优停止的值函数存在的一个充分条件是所 对

应的线性规划有解
,

且其最优解等于值函数
,

本文证明这个条件还是必要的
。
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一个抽象的马尔可夫最优停止问题可以从 〔 1 1中找到
。

本文提到的马尔可夫链最优

停止问题的描述如下 (详细描述见汇2〕 )
:

给定一个转移概率矩阵 p = (尹` , ; ` ,

J “ 1
,

2 ,

… ) 以及状态空间 S 二 { 1
,

2
,

… }
。

在可测空间 ( 口
,

了 ) 上诱导 一 个 概 率测度

P ` ,

感任 S
,

其中甜 = X 夕
, 二为 ,

所有子集组成的 , 域
,

有” `

(“
`

冬
。

)
一 ;

·

在概

率空间 ( 口
,

了
,

尸
`
) 上产生一个离散时间的马尔可夫链 {

“ : ,

t = O
, 1

,

2 ,

… } (见 〔3 1)
,

用 2 .

来表示所叙系统在时刻 ` 所处的状态
。

用了
.
表示由

z 。 , : : ,

…
, z `

生成的 『 域
,

t = O
, 1 , 2

, ·

… 当系统从初始状态
: 。二 `出发且决策者使用停止变量 , 时

,

所得到的总

期望支付为

, ` ( a )一 : `

{属
, (二卜 , (二 )̀ (

一 } ( 1 )

其中 E` (
·

)表示在概率测度尸
`下的期望 ; I (

.

)
表示集 (

·

)的示性函数 ,

密 0
.

恒约定 习 (t 无
,

·

)

记
:

d于= { a
: p 为 ( 口

,

夕
, p `

) 中的一个停止变量
,

且 tP ( a 《 ` ) “ 1 ; ￡任凡 m =

0
, 1 , 2 ,

… ; }

d ` = { a
: 『 为 ( 口

,

了
,

P
,

)中的一个停止变量
,

P ` ( ` < + co ) = 1且 使 J :

( a )存在有限 }

B ( S ) 二 {
“ : “ (

·

)为召上的实函数
,

且 }}
。
}}二 s u p ,

。 (落) } < + co }
。

以后总设 f e B ( S )
,

g任 B (召 )
.

在〔幻中马尔可夫链最优停止的值函数定义如下 .

如果对每个云〔 召
,

都存在
: 任 d ` ,

使得

J ` ( 了 ) = s u p J `
( 。 ) < + 。
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则称 J `
(钓

,

葱任 S 为马尔可夫链最优停止的值函数
,

止变量
。

文「2 1证明的一个主要结果如下 :

定理 1 设状态空间习 = { 1
,

2
,

…
,

耐 为有限集

相应的 : (与 云有关 ) 称 为 最优停

如果线性规划

m j n 艺 劣 `

` = 1

劣 、 一 艺 x ,尹` , ) f (艺)
,

艺二 l
,

了= 卫

x `> g (云)
,

落= l
,

2
,

…
, .

2
,

…
, 刀 ( 2 )

r...I
J`

11

有最优解川
, ￡任召

,

则
_

L述马尔可夫链的最优停止问题的值函数存在
,

且值函数 可幻=

川
,

￡e s
,

相应 的最优停 止 变 量
T = i fn 伪》 O ; 耀

* 二 g ( 孙 ) }
。

记 口二 {艺
:

川> g( 幻

汗 S }
,

若口= 价
,

则 E
,

(约 二 0
,

艺任习 ; 若刃笋 O
,

则 E `
(约

,

艺任刃可以从如下线性方程组

解得
:

: ` 一 艺 金 ,尹, , = 1
,

云〔 口

j 〔 C

本文将证明此结论反之亦真
。

从而离散时间
、

状态有限的马尔可夫链最优停止问题

值函数的存在性等价于一个线性规划解的存在性
; 如果此线性规划有解

,

相应的停止问

题的解的存在性和计算也就解决了
。

在 B ( S )上定义一个算子 T 如下
:

V 。 〔 B (刀 )

少 。 (艺) 二 m a x ( g (葱)
,

f (艺) + 艺
u ( j )刀

, , )
,

艺任习
j e s

对于给定的正整数 ,
,

定义

公 , 一 。
( i ) 二 T

k g (艺)
,

无二 0 , z
,

2
,

…
,

叨

其中 T 七二 T ( T
* 一 ’

)
,

T “二 恒等算子
,

并且定义
。 二 十 ;

(约“ O
,

显然有

全 ” 。 + : = ” * ,

无“ 0 , l , 2
,

…
,

叨 一 1 ( 3 )

首先证明引理
。

引理
: u p 。 `

了长
`
r (

: 。 ) + ; ( :
。

)卜
, 。 (` )

,

、。 。

a 任刁T

证明
E !

!么
。一 (一卜 E 二 (一 `一 , , ,

}
一 E

,

修
L名巴 0

= ” 。
(感) +

二 (二 )

}
一 E `

!息
E

· *

(一 (一 ) )

!
习
舌二

E
`
(。

。
( z 。 ) ) 一 习 E `

{ E
: ,

( 。 。 十 , ( z ; 十 : ) )
、

= , 。 (名) 一 E
`

{
公。 + :

( z 。 十 : ) }

= ” 。 (葱)
, 艺任 5

.

V 了 e j 甲
,

: `

{真
,

〔一 (二卜 E
· 。

(一 (…
川

( 4 )

一 : `

{氢
一 (一 )

}
一 忍 `

{息
E一 (一 (一 , ,

}
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一 : `

{息
二 (一

小
E`

!
E

{蒸
E

· , 十 。

`

一
(

一川`
·

,
}

一 : `

{氢
一 (一 )

}
一 E`

{氮
E〔“ (

一
`

一
, 了̀

。二 ,“
·

,
}

一 :
!

{息
二 (二 )

}
一 E`

{暮
` :

一
`

一
,`了

。

,
}

一 E
`

{真
。

一 (二 )

}
一 E

`

{
E

!试一
(

一
) ,二

·

1}
一 :

`

{息
二 (二

小
E`

{息一
(一 )

}

.

= E` (刀
。

(名
,

) ) 一 E ` (” 。 十 t

( 名。
十 1

) )

= E ` ( 公
。

(名
。

) )
,
感任 5

.

定义 了= i n f伪> 0 , 秒 , ( z 。 ) = g ( z 。 ) }
。

在样本集 ( , > 无)上
,

有
。 。 (名

*

) > g ( ` , )
,

根据 ( 3 )式
,

在 ( r
> 无)上有

” 。 ( z , ) = m a x ( g ( z , )
,

f ( “
,

) + 艺 ” 。 + : ( J )乡
z 。 , , )

( 5 )

= f (名。 ) + 名 ” 。 , : (夕) p
:

川
J e s

= f (
“ *

) + E
: ,

(” , 十代“ 。 十 ; ) )
,

( a
.

s成立 )

且p
” , ( z 。 ) 一 E

: ,

(刀 , 、 : (“ 。 , :

) ) = f (
z 。 )

,

在行 ) 无)上
a .

s成立
,

从而
,

由 ( 4 )
、

( 5 )式
,

有

习 f ( “
。
)

七= 0 }
+ E !

{“ `二 , ’
r.屯.几

E一一

、 .r`
J

艺 f (
“ * )+ 夕(“

,

)
r

..心.气

E

一 : ,

{悦
’ 。。 , ( :

。
) 一 召

: *

( ” 。 十 : ( z 。 十 , ) ) ]
}
+ :

`
{。

,

( :
,

) }

气乙 = 0 产

艺 [刀 , ( z , ) -

七 . 0

忍
: 。

(· 。 + : ( ·
。 十 :

) )〕
}

..r、 .L

E

艺 [”
, ( z 。 ) 一

:
: *

( ·
。 十 :

(一
+ : ) ):

}
.r,、.L

E十

习 [公 , ( 名。 ) -

七已 0

:
: 。

(· , 十 : (一
十 : ) ) :

}
产.
二
、 .吸

E

= 公。 (葱)
, `任 5

.

( 6 )

另一方面
,

根据 ( 3) 式可知
,

对每个

。 。 (艺) > f (葱) + 习

无有

” 。 * : (夕) p
` , ,

艺任夕

公。 (葱) > g (感)
,
落任 S

所以 V 。 任 d呀
,

艺 f (
: 。 ) + g ( “

,

) }
子.资.
.

`

E

艺 f ( “ 。 )
启 . 0 }

+ E “ , `二 , ,
了.. J

ee
、

0E卜=
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、 、 `

{试
, (二 ,

}
+ E `

{二 (二 , ,

、 :
`

{戴
〔二 (一卜 E

· *

(一 (一 ) ) ,

}
+ E `

{真
。

。二 (一卜 E一 (一 (一 ) ):
}

一 :
`

{息
〔二 (一卜 :

· ,

(…
:

(一 ) ) :

}
= 刀。

(艺)
,

乞任 S

综合 ( 6 )
,

( 7 )两式
,

得到

.

、,、̀,少
、、2

” 。“ ’ 一 E `

{艺 f ( “
。
) + g ( 名

,

启台 0

= S U P
a 任刁母

其中达到上确界是因
T 任 J T

.

: `

{属
, (一 , + , (二 ,

!
, `任“

(证毕 )

空间 B ( S )上的算子 T 有如下两个简单性质
:

性质 I V “ 任 B (习 )
,

V w e B , )且 u > 。 ,

有望
: 》 T 。

,

其中
u > w 是指 V i任 S

“ ( i ) ) w (艺)
.

性质夏 V 、 任 B ( S )
,

丫 w 任 B渭 )
,

有 {!T
“ 一 T , !! ( !}

“ 一 w }1

事实上
,

少 u (艺) = m a x ( g (葱)
,

f (坛) + 习
” ( j )夕

` , )
J C召

= m a x ( g (￡)
,

f (艺) + 艺 。 ( J )夕
` , + 艺 (。 ( J ) 一 。 ( j ) ) p

` j ) ( 8 )
奋 C 5 j C S

如果 u > w 则 艺 (“ 吸j )
一 w ( j ) )夕

` , ) 0
,

7 C 召
得到 少“ > T w

,

性质 I 成立
。

性质 I 成立是因

。 ,

w 任意的
,

由 (8 )式得到 T “ 《 少w + }
。 一 w l}

,

从而 }! T
u 一 T 。 }}( }

u 一 叨 l
。

下面设状态空间 S 为有限集
。

设对每个 i任 S ,

都有

幼 `
叠 s u p J `

( a ) < + co
口 任刁

由引理知
,

对每个正整数 二 和所有葱任 S
,

有

少协 g ( i ) = 秒 。 (落) = s u P J
`
( a ) ( s u P J `

( a ) = w `

。 ` 才于
口 e 刁 ,

另外显然少g > g
,

由算子 T 的性质 I 递推得到

g《 T m 一 ’ g《 T 协 g ( w
, 哪 = l , 2 ,

所以 、 T 仇 g} 为不减的有界函数列
,

从而存在极限
,

记为 , =

公 ) T 爪
+ 卫 g = T ( T 协 g )

,
仍 = l

,

2 ,

l i m T 协 g
,

则有

( 9 )

因 l
。 一 T “

川 , O (协 * + oo )
,

由性质 I 的算子 T 连续性与 (9 )式得到

刀 > T 公

另外对任何满足 : ) 少: 的 : ( 至少 。 就是这样一个 函 数 )
,

由性 质 I

T 勺《 : ,

m 二 1
,

2
, ·

… 另一方面根据 T 劣 ) g得到 T ”
’ 劣> T “ g

,

饥 二 1
,

2

刀 = l im T 仍 g《 劣

( 1 0 )

T 价 十 且劣 (

从而

( 1 1 )
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(0 1 )和 ( 1 1)式表明 秒是所有满足劣 ) T二 的那些元素中的
“
最小

”
元

,

由此得以下定理
。

定理 2 设状态空间 S 二 { 1
,

2
,

一
,

衅为有限集
,

则对每个￡任习 su p J
`
( a ) < 十 co 成立

的充要条件是线性规划

!
m ` n

叠
“

}
, ` 一

总
` ’夕

` ’ ) ` (” ” 一 `
’
2”

`

” ”

’

劣 、
) g (坛)

, 多= 1 ,

2
,

…
, 犯

( 1 2 )

有最优解
,

而且最优解川 = su p J ` ( a )
,

云任 5
.

口 C d ,

证明 充分性由定理 1 即知
。

必要性是因条件劣> T 劣等价于线 性规划 ( 12 )的约束不

等式
,

而 。
是满足此约束的

“

最小
”

元
,

所以
, 是线性规划 ( 12 )的唯一解

。

另外因线性

规划 ( 12) 有解
,

由文 〔2] 的结论 (本文的定理 1 )可知
,

最优解川 = su p J
,

(『 )
,

￡e 5
.

a C d -

(证毕 )
从定理 1 和定理 2

,

立即得到
:

定理 3 设状态空间 S = { 1
,
2

, … ,

衅为有限集
,

则所给马尔可夫链最优停止问题的

值函数 刀 的存在性等价于线性规划 ( 1 2) 的最优解的存在性
。

而且值函数
” 等于线性规划

( ] 2) 的最优解
。
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