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摘 要 设 ( X , ,

了
,
) T是适应的报酬序列

,

( Y”
)是相应的

。 u e l ]包
,

( A ”
)是 (Y ,

)的 l ) o o b
-

M
e

ye r 分 解中零初值的可料增过程
。

本文继 J
。

lK as s的研究证明了口 : 一 i班 {笠李 :1 几妻 奴 }

是最小半最优的且是最大严格正则的广义规则
,

而 无。
~ su p {

”
) 0

: A ” 一 0} < 的 是最 大 正则

的广义规则
,

从而得出了广义最优规则唯一性的另一表述
。

关桩词
’

随机过程
,

马尔可夫过程
,

最优化
,

广义最优停止规则
,

半最优
,

严格正则

分类号 0 2 2 1
.

6

设有完备的概率空间 ( 甜
,

了
,

p )
,

一列单调上升的 a 代数族了
。

二了
,

了
。
包含一切

零概集
。

T 表示 (了
。

)停止规则全体
,

r 表示 (了
。

)广义停止规则全体
。

考虑一适应可测

的报酬序列 X 二 { X
. ,

了时丁
,

并令

X
. = l i m X

。 , 了一 (
”

沙
·

)
口

。
= { t 任 r

: `> n , E X 丁< co }
,

C
。

= 口
。

f飞T

厂
,

= s u P E 劣 . ,

V
。 = s u P 刀 x `

` c 万. ` c 口 。

夕
。
二 e ss s a P E ( x :

!了
。

)
,

夕。
= e

sss
u P E ( x :

}了
,

)
` c 万

: ` c c ,

叮 , = i n f {k > 拜 : : , = 夕*

}
, i n f必= + oo

熟知 E夕: = V
。

= V
。 ,

(夕
。

)是上鞍
,

且夕
。

= m a x ( 劣
。 ,

E (夕
, * ,

l夕
一 ,

) )
。

19 7 3年M jhc ae l
.

J
.

K l as s 在 〔l] 中提出了正则
,

严格正则
,

半最优
,

严格半最优等

概念
,

得到最优停止规则 ,(广义 ) 特征的刻划
。

1 定 义

定义 1 称 t任口为正 则的广义停止规则 (下面简称为广义规则 )
,

如果对任一正整

数
。 , E ( x 。

}了
。

) > x 二 ,

! t > 川
a

.

8 成立 ; 当上面 式子成立严格不等号时
,

则称 t 为严格

正则的广义规则
。

定义 2 称 t 任口
1

为半 最优的广 义 规则
,

如果 对 任何 扩任 口
1 ,

正 整 数 , 及 任 何

l o a s年 . 月 50 日收稿
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八仁【t
`

)
: ,

t = 川
,

E : ` I *

> E x ` ,I 人 ; 如果上面不等式总是严格的
,

则称 ` 为严格的半最

优停止规则
。

照通常的方法
,

我们可以很 自然地引人最小半最优规则
、

最小严格半最优规则
、

最

大正则规则与最大严格正则规则等定义
。

上述这些定义以及随机变量的相等
、

不等
,

我们都是在
a

.

s 下定义的
。

文仁l] 中假 定了报 酬
: ,

二 : ,

(夕; ,

夕: ,

… 今
。

)
,

而寥
,

二 a ( y ; ,

梦2 ,

…
,

夕
,

)
,

并 假 定了
,

与

。 (如
* 、 ,

如
、 : ,

… )相互独立
。

然而检查它的证明
,

可知其中第一段的全部结果对于一般的

报酬序列也是成立的
。

下面称报酬序列 X 二 ( : , ,

了
。

) T满足 A是指
,

存在可积的随机变量
。 ,

使得对于每一

个 。 ,

有
: 。

( E (。 }了
,

)
.

由 [ z J
、

[ 2 ]
,

我们可得结论
:

( a) 在假设 A下
,

广义停止规则
, 是最小严格半最优等 价于

,
是最大正则广义规则

,

且 T最优
。

( b )在假设 A下
,

若几是最小半最优
, , :

是最小严格半最优
,

则最优广义规则集

口 = {t 任犷
, t正则

,

且 t > 、 }

= {t 任犷
,

t半最优
,

且 t ( 丁:
}

1 9 8 4年 K o p p在 〔2〕中提出了最小与最大广义最优规则的概念
,

并指出

(。 ) 在假设 A下
,

对 V , > 1 , ,
,

是 刀
。

中最小的广义最优规则
。

若令 A
,

是上鞍入的 D 。 。 b一 M e
ye

r
分解中零初值可料增过程

,

无。= s u p {
。 > 0

:
A

。
= 0 }

则当气< co
a

.

5 时
,

气是最大的最优广义规则
。

本文我们将证明
: 了 ,

就是最小半最优广义规则
,

且是最大的严格正则广义规则
,

而

论。就是最大正则的广义规则
。

从而得到广义最优规则唯一性的进一步刻划
。

2 主要结果与证明

定理 1 在假设 A下
, 口 1

是刃中最小的半最优广义停止规则
。

证明 在 A下
,

V :

< 、
,

因此 a :

是刃:
中最小的广义最优规则

。

由于 E X
。 : = V

;

< oo
,

而

对 V 忿任口
,

在 〔a 、 = 称 ,

` >
, 〕上

,

E ( : 。

!了
,

) 《 v ,

二 X
。

( 〔3〕之引理 4
.

4 )
,

所以 。 :

是半最

优的广义规则
。

往证 a ,是最小的半最优规则
。

如其不然
,

则由〔1 )之定理 3
,

必存在最小

的半最优规 ,“ , , “ < a l

, > 。
·

于是必存在 · ,

使得 , ( B
·

, ; , (̀ 一
, 了生

>
· ) > 。

,

且

丁
。
二 )

J
,

一 令` , 一 `… + ; ·
: , , ,

则` , 。 。
;

忍 : ` !
一

l
: 。
十

「
, : 。 : > 忍: 。 :

J 刀 。 J B 益

而夕 ( t `

< , : ) > O
,

这与 a :

是最小的广义最优规则矛盾
,

定理得证
。

定理 2 在假设 A下
,

如 k0 < oo
a

.

5 ,

则人是口
,
中最大正则的广义规则

。

引理 1 在假设 A下
,

如果停 时 T 《 『 : ,

序 列 尸 二 (夕
, 人 ,

) T是 鞍 ; 进而
,

如果 T <

oo a
.

5 ,

则忍夕
,

> V , .

证明 在 E 二 { T > 衅上
,

入 )
: 。 ,

故夕
。

= E 钾
, 十 :

}了
,

)
,

有
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E (夕, ` 、 , , : )
{了

。

) = 夕, I : c + E (夕
。 十 :

{了
:

) I : 二 夕, , ,

故尹是较
。

从而 E , , , . 二 E 尹
; 二 V l ,

但是 ( ,
。

)是一个被正则鞍 {歹
二

二 忍 (川了
,

) } T所控制的

序列
,

对非负序列 {好
一
叮 }丫同F at o u引理

,

遂得

l i m i n f E {梦
, * 。 一 夕, 人 ”

}》 E (梦, 一 夕, )

而 E夕, 八。
二 E夕, “ E “

,

所以

引理 2 在假设 A下
,

证明 (略 ) 见 [ 2 ]
。

E夕, 》 l云m邪 p E夕, ` 。
二 V ,

则停止规则乙任 c
:

是最优的
.

当且仅当 二 , = 夕` a
.

s ,

且 t《 k。
.

令k
, = su p {

。 ) T : A
。

二 A ,
}

,

考虑集合 A 。 二 【T = 二 ]
,

记嵘 = 肠
+ , ,

了盖二了
。 十 。 ,

, 二 1 , 2 ,

…
,

显然 此二夕、
, ,

且 A孟
+ : 一 A孟= 以 一 E (夕孟

十 l

!了孟)
. _

!二式中 A孟表示相应于

(此 )的 D o o b一M e y e r 分解中的可料增过程
。

’

于是

A孟
十 , 一 A孟= 少。

十 。
= 刀 (少. ; , 十 ,

{了
。 十 ,

) = A 。 十 。 十 : 一 A 二 十 。

因此在 A 。 上
,

a , = i n f {粉》 勿 : x 。
= 夕

,

全二 仍 + i n f {k > 0 : 劣。 、 、 二 夕。
十 、
少

= 仇 十 i n f弋矛> O : 二二二 夕毒} = 二 十 a l

K
, = s u p { , ) m

`

:
A

。 一 A . = 0 } “ 。 + s u p {k > 0 : A。 十 , 一 A 。 二 0 }

= m + s u p {无> 0 : A孟二 A孟}二 fn + 无吉

这里 , 1与叽分别表示相应于序列 【嵘 }的叭与 k。
.

由〔2〕可知
,

a {《 砚
.

因此
,

a , 《 k
,

.

于是当礼 < oo
a

.

5 时
,

a , 。 《 k , 。 = k o

而由 a , 。 = k
。

+ , }
,

所以k 。《 , , 。
.

这样 a , 。
= k 。 ,

照 。 、 。

之定义得

少. 。
二 劣七。

从而得到
:

引理 3 在 A下
,

如气< oo
,

则几是最大的最优停止规则
。

引理 4 V t 任口
:

(或 C l

)
,

必存在严格正则的规则扩任石 `或 C :

)
,

使得 lt 簇 l

E x . ,

> E : ` ; 且当 t 非正则时
,

可取 t `

使得 E : , ,

> 君 : :
.

证明 归纳地定义

〔t ; “ “
] = [̀ : > : , t = 。 ] U【r

: 》 , ,

名>
: ,

E ( x `

}了
。

) <
: ,

〕垒 B 。

日C
。

t
` “ 。 1= 走t

`

> 。 ,

才:
= 。且日〔才

`

> : ,

t l

>
, ,

刃 ( 二
` 、

}了
。

) < x 。

〕垒 D
。

口E
。

显然“ ( t
:

簇 t
,

而

〔t : ) .
]二

〔t
`

>
。 〕=

对任何 F 〔 上lt > k]

E 劣
, , I , =

〔t :

> , ,
t ) 。 ,

E ( 劣
:

!了
。

) ) x 。

]

〔t
`

> “ ,

t :
>

n , E ( : : :

}了
。

) >
: ,

1
,

F e 了
。 , 夕( F ) > 0

.

习 刃劣
。

I , 。 二

+ 刃公
。

l r , .

七 < 目 ` .

> 习
云` 月 ` .

E x ` ,

I , 。 .

+ E 劣 . ,

I , , .

》 E几 : ` 、

> E几介
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因此 “ 是严格正则的
。

取 无= O
, 尸 = g

,

得 E x : ,

> E x ` ,
.

类似地可证 E 劣
。 ,

岛》 E x ` I , 及

E x ` :

> E x ` ,

t l是正则的
。

设 t 非正则
,

于是存在k > l
,

使尹( t ) k
,

t
: 二 k ) ) o

E x , :

1 1: : 二 *

一 E x `一 I
, , + E 劣 ` 1

1
。 ,

> E : ` I , , + E x `
I 。

,

二 E 劣
。
I [ ` : = , l

从而 E x 。 ,

> E x : ,

> E : , ,

扩任刃
: ,

而当 t 〔 C
:

时
,

显然 t ’
任 C

;
.

定理 2 的证明 由引理 3
,

帆< oo 是 ` :

中最大最优规则
,

而从引理 4 可知 C :
中最优规

则了必是正则的
。

事实上
,

若叫卜正则
,

则必存在 t `任 C : ,

使 E : “ > E : , ,

它与了的最优性矛

盾
。

从而几正则
。

若它不是 c l

中最大正则的
,

必存在 C : 中正则规则 t
,

使得 , (` ) k
。

)> O
,

无。 《 t
.

于是

E 公 ` = 艺 E : :
I [ , 。 一 。 I

> 艺 刃劣
, 1 1 , 。 = 。 】= E ` , 。

这表明 k 。不是 C
:

中最大的最优规则
。

矛盾
。

注
:

由 〔l] 之定理 5 (见 ( a ) ) 可见
,

在 A下k 。
< oo 也是最小严格半最优规则

。

值得注意的是
,

虽然由〔1] 之定理 4
,

在 A下
,

在刃
1

中必存在最大 正 则 了任口
, , 最

优
。

而当 k 。
< co

a .

s成立时
,

由我们的定理 2 ,

这个
: 就是k 。

.

然而如 果 没 有 无。
< 。 的

条件
, 了就不一定全是无

. 了
。

定理 3 在假设 A下
, , 1

是最大的严格正则的广义规则
。

证明 在 A下
,

叭最优
,

因而几正则
。

如果它不是严格正 则 的
,

那 么 必 存 在
介 ,

E 住 〔` >
” ,

E ( 父
。

}了
,

) 《 : ”

}
, 尸 ( E ) > 0

.

令

t
` = I

: + I 苦
, 『

于是尸 ( t
’

< 夕 ) > 0 ,

而

:

一办
十

丁
: 。

一列一

于是 t
’

是一个比丁更小的最优规则
。

矛盾
。

若 。 不是最大的广义严格正则的规则
,

那么必存在严格正则广义规则 `
,

, (乙> 司 >

0
.

记 B = [t > a l
,

令云
,

= I a t + I
, c

a
,

则

; · : , 一

J
, · ` +

J
, 。

一鑫
,

J
, 。 , 。 二 。 ,一 +

了
, 。

一

> 艺 工
。 【。 二 , 〕二+

I
, 。 · 。

一 : · 。

矛盾
。

注 :
我们实际上证明了

,

在 A下最小的最优规则必是最大的严格正则规则
。

推论 1 在 A下
,

无。
< co

,

若 t 正则且> al
,

则必 ( k 。
.

推论 2 在 A下
,

无
。

< co
,

若 t 半最优且《 k 。 ,

则必》 q :
.

以上推论可从结论 ( b) 以及 口 ;

是最小最优
,

无。是最大最优得出
。

推论 3 在 A下
,

若叭 ( 名《 k 。
< co

,

则 ` 正则等价于 t 是半最优
。

推论 4 在 A 下
,

最优规则集
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一
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_

日二 {￡〔 口 : a l

簇名簇无。 ,

t正则或者 t半最优 }
。

推论 5 在 A 下
,

口 ;

中最优规则唯一的充要条件是下面条件中任一个成立
:

1 ) a : = k
。

< 、 ;

2 ) 不存在比无。小的半最优规则
;

3 ) 不存在比 a ;

大的正则规则
。

推论 6 在假设 A 下
,

如果一切半最优规则都是严格半最优规则或者一切正则规则

都是严格正则规则
,

那么最优停止规则必唯一
。

证明 若最优停止规则不唯一
,

也即存在最优规则 t
,

使 得抓 al < t < k 。 ) > o
.

t 是

C :
中最优规则必也是 口

,

中最优规则 (广义 )
,

因此它是半最优而且是正则的规则
,

在本

推论的条件下
,

t 就是严格半最优和严格正则的规则
。

但 k 。是最小严格半最优
, 。 ,

是最

大严格正则的
,

这与 p ( a ;

< t < 无
。 ) > 0矛盾

。

上述定理都将有助于最优停止及其唯一性的研究
,

因此去掉假设 A 的一般情形的研

究以及 p (k 。 = co ) > o的情形的研究是必要的
。
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