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某些环中卷积的快速计算

曹 泳 腻
(系统工程与应用数学系 )

;
摘 要 本文研究了环中卷积的快速计算问题

,

讨论了计算域中卷积通常使用的 w i n o -

gr a d 短卷积算法
、

快速富里叶变换算法以及多项式变换算法对一般环中卷积计算 的 可 适用

性
。

特别地
,

对应用广泛的矩阵多项式乘积
、

矩阵卷积及多项式卷积计算提出了比 直接计算

快得多的算法
。

关扭词 近世代数
,

环
,

卷积
,

快速算法

分类号 0 1 5 3
.

3

在信号处理及一些其它学科中环中数字卷积的计算有着广泛的应用
,

例如
:

整数卷

积可以转化成整数剩余环中卷积的计算
,

任何二维数字卷积都可以转化为多项式剩余环

中的一维卷积
,

矩阵多项式相乘可认为是矩阵环中卷积的计算等等
。

这些数字卷积的计

算在实际中有十分重要的意义
,

应用很广泛
,

所以我们有必要研究环中 卷 积 的 计算问

题
。

域上卷积和多项式乘积的快速计算及计算复杂性间题的研究已经取得了很多成果
,

众所周知的W in og r ad 短卷积算法是其中有名的算法
,

这个算法指出了在 无 限 域上
,

用

2。 一 1个一般乘法可以计算出两个
n 一 1次多项式相乘

。

在有限域及环上
,

算法的 条 件未

必能满足
,

因此
,

这个算法是否能用于一般环上多项式相乘的计算便为一个值得研究的

问题
。

计算卷积的另一个有名的算法便是利用快速富里叶变换去计算
,

但这个算法显然

有个前提
,

即必须假定有离散富里叶变换存在
,

这个假定在复数域上总可以得到满足
,

但在一般环甚至域 内
,

这种变换不一定存在
。

因此
,

我们必须研究在一般环内如何使用

类似的算法
,

利用数论变换计算整数卷积便是一个成功的例子
,

但还有许多其它情形需

要研究
。

此外
,

从计算复杂性角度考虑
,

域中卷积计算的复杂度下界和环中卷积计算的

复杂度下界是否是一样的
,

退一步说
,

对环中卷积计算即使我们不能使用类似于通常的

w in og ar d短卷积算法或 F F T 算法
,

是否存在另外的途径得到有相同或更低 复 杂 度的算

法
。

我们感兴趣的正是诸如此类的一些问题
。

这些问题不仅在理论上是重要的
,

也有广

阔的应用前景
。

1 , 8 7 . 月 1 2日收稿
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1 卷积计算的W i n o即 ad 算法

下设 R为一个有单位元的可换环
,

尸 (幻和口(幻为环 R 七的 二个 多 项式
,

我们考虑

P ( : )和口(
:

)相乘的问题
。

M ( 劣 )二 P ( 劣 )口( 2 ) ( 1 )

并设尸 (川和口( x) 的次数不超过
: 一 1

.

若 R 是有理数域
,

( l) 式可通过 w in og r ad 短多项

式积算法实现
,

所 用乘法数最少
。

若 R 为一 般 环
,

w in og ar d算法的条件通常不能满足
。

下面我们将这个算法推广到用于计算具有某些性质的环及代数中的多项式乘积与卷积
。

若 R 上存在 2。 一 1个元劣。 , : ; ,

… ,

朴
。 一 : ,

满足 劣 ` 一 : , (￡笋力 在 R中 可 递
,

令 T *

(幻 二

瓜
劣 一 劣 J

劣七 一 劣 j

无= 0
,

1
,

…
,

2 : 一 2 ,

则 ( 1) 式可以如下计算
:

( 1 ) 计算 111 ( : 、
) = P ( : ,

)口( : 、
)

,

无= 0
,

1
,

…
,

2 , 一 2 ;

2 丹 一 2

( 2 ) M (劣 ) = 艺 万 (劣 , ) T * (劣 )
。

今二 0

算法的正确性可仿照域上插值公式的正确性进行证明
。

算法的第一步需要 2 , 一 1个一般乘法
,

而第二步则不需一般乘法
。

这里一般 乘 法是

指两个乘法因子都是输入变元的非平凡函数的乘法
。

所以
,

在上述条件下
,

环 R 上的两

个
, 一 1次多项式相乘只需 2。 一 1个一般乘法

。

现在考虑环 R 中长 N的循环卷积计算
,

环 R 中循环卷积可化为对模砂
一 1的 多 项式

乘积

M (金 )二 P (
公 ) Q (劣 ) m o d (劣万 一 1 ) ( 2 )

其中p (幻和口(劝的次数不超过 N
一 1

.

设 : 万 一 1 = n 功
` ( : )

,

其中功
: ( : )

,

…
,

功` ( : )两两互素 (其定义见 〔5〕)
,

数为
, ` ,

且 咖(幻是不可约的
,

根据一般环士多项式的孙子定理 (见 〔5] )

M
`

(劣 ) ` P ` ( 劣 )口
`

(劣 ) m o d功
`

(劣 )
, 葱“ 1

,

2 ,

…
, `

价. (幻 的 次

令

( 3 )

其中 p ` ( : ) ` p ( : ) m od 必
` ( : )

,

口` ( : )` 口( 劣 ) m o d沪
`
( 二 )

,

则M (二 )可从万
,

( : )构造出来
,

而且

这个构造过程不需一般乘法
。

( 3) 式计算时
,

先计算多项式乘积尸
.

(幻 Q
`
(幻

,

这 可 以利

用前面提出的算法
,

然后把尸
` (幻口

`
(幻的计算结果对模价

`
(幻求剩余

,

这里 不需 要一般

乘法
。

因此 ( 3) 式的计算需要的一般乘法数为

习 ( 2 . ` 一 1 ) 二 2 , 一 d
` . 1

即 ( 3 )式计算只需 2。 一 `个一般乘法
。

上述算法的优越性在于减少了一般乘法
,

但加法数目可能会增加 (同直接 算 法 相

比 )
,

所以上述算法通常用于计算规模较小的问题
,

对规模很大的问题
,

可利用小规模问

题嵌套计算
,

这时一般乘法对算法复杂性的影响远远大于非一般乘法和加法
,

这时减少

一般乘法意义很大
。

下面考虑一种很有实际意义的情况
。

设 F 为一个域
.

K 是城 F
_

L的一个线性代数 (其定义见 〔6」)
。

现在考虑 K 中两个多
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项式相乘

M (劣 )= P (劣 ) Q (: )

其中尸 (幻和 q( 幻的系数都是 k的元素
,

其次数不超过
: 一 1

.

设 , 。 , : : ,

…
,

介
, 一 :
为域 F 中的 2。 一 l个不同元素

,

( 4) 式可以如下计算
:

s t e P I 计算M
` = P ( : , )口(劣

`
)

, `= 0
, 1 ,

…
, 2 , 一 2

.

6 5

( 4 )

s t e P Z M (劣 ) = 艺 M ` fl
` 一 O J 毕 `

劣 一 劣`

劣 ` 一 劣 J

at eP I中用了 2 , 一 1个 K 中元素之间的乘法
,

st eP Z中只需用加法和 F 中数乘 K 中元素的

运算
,

所以和直接算法相比
,

该算法把 K 中元素之间的乘法从
n Z减 少 到 2。 一 1

,

代价是

增加了加法和数乘 K 中元素的运算
。

当 K 中元素之间相乘的代价很高时
,

这个算法是优

越的
。

特别地
,

设 K是域 尸上的 N 阶炬阵代数
,

这是一个不交换代数
,

K上的多项式即为

矩阵多项式
,

K 上两个多项式相乘就是矩阵多项式相乘
。

因此
,

二个
, 一 1阶矩 阵多项式

相乘只需用2一 1个矩阵乘法
,

而直接计算需要
: 2
个矩阵乘法

。

在 at eP I和 st eP Z中所用的

数乘矩阵和矩阵加法的数目至多为 .c : 2
个 ( c

为常数 )
,

所以算法的总运算量为 ( 2 “ 一 l)
·

N 3 + c
·

。 Z N ’ ,

而直接算法的运算量为
: 2

N
3

+ 。 ( , 一 l ) N Z ,

[ ( Z n 一 1 )
·

N
3 + c “ 2

N
Z ] /

: 。
:

二 3 十 。
(
。 一 1 ) 二 2 2一 (鱼

一

奥+ 典、 / 1
1 十

(
, 一 , 、粤1

,

当、 较 大 。:
一 , _

上式 接 近 于

、 林 护
’

N 刀 L
一

’

、
一

砚 / 刃 J
’

一
, 一 ’

~
` 、 一 ` ’

一 ~
`

’ 一
’

2 / ”
,

所以新算法的总运算量只相当于直接算法的 2 / , 倍
。

2 D FT 用于计算卷积

在复数域 上
,

计算卷积的一个最有效的办法是利用 F F T 计算
,

前提是必须存在 D F T
.

在一般环上
,

D F T 型变换一般不存在
,

因此不能利用 F F T 算法
。

但是在 某 些 特 殊情况

下
,

类似的算法仍可采用
。

设 F 为一个域
,

K为域 F 上的线性代数
,

考虑 K上多项式乘积或循 环 卷 积的 D F T

算法
。

考虑 K 中的一维循环卷积
万一 1

直接计算 ( 5) 式需要 N .
个一般乘法以及 N ( N

一 l) 个一般加法
。

引理 1 设 a 为域 F 中的 N 阶单位根
,

令

、
、产、、产内O,奋了.、Z、̀ 龟

= 艺 p ` a 舌 `

q 告=
q
` a 舌` ,

k = 0
, 1 , … ,

N
一 1

,-0ó艺,-0

: , 1仁
卫 , _ 二 、 _ _ 、

l性 ` = 币下 名与 、 P合
.

q 舌尹“
孟甲 拓 - .

`= 0 , 1 ,

…
,

N 一 1 ( 8 )
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证明

I N 一 1
一

尝
* 习 ( 护

,
·

q
,

) a
一

“
l y 咨- .

ó艺,=0-lN名间1一N
一一

兮
`

, . 0 “ = O

万 一 1

习 夕, q一 a “ ( J +

一
` )

. 二 O

刃一 1

尹, q
。

艺 a “ ( j + “ 一 ` )

七= 0

, ,叮<卜 , >二 ~ M
`

Q
·

E
o

D

工N卜艺
一一一一

所以 K 中长 N 的循环卷积的计算可如下进行
:

s t e p z 计算序列仲
`

}和 { q
`
}的 D F T ( 6 )和 ( 7 )式

。

s t e p Z : 。 = 尹
,

·

奋
。 ,

无= o , 1 ,

…
,

N 一 1
.

s t e p 3 计算序列 {
, ,

}的逆 D F T ( 8 )式
。

当 N 为高度复合数时
,

(6 )
、

(7 )和 ( 8) 式可采用F F T型 快 速 算 法
,

所 需 运 算 量 为

口 ( N lo g N )个数和 K 中元素相乘 (数乘向量 )
,

以及 O ( N fo g N )个 K 中元 素 之 加法
。

所以计算 ( 5) 式所需的总运算量为
:

N 个 K 中元素的乘法
,

口 ( N lo g N )个数乘 向量以及

O ( N fo g N )个 K 中元素的加法
。

这比直接计算所需的运算量少得多
。

特例 1 若 K为 F 上的 。 阶矩阵代数
,

则长 N 的矩阵序列循环卷积的计算 只 需 用 N

个矩阵乘法
,

O ( N lo g N )个矩 阵加法和 0 ( N fo g N )个数乘矩阵
,

总运算量为
林 3

N + O (介
Z

N le g N )

这比直接计算的O ( sn N
,

)运算量少得多
。

特例 2 计算域 尸上的多项式循环卷积

万 一 l

H , (劣 ) = 习 P `
(劣 )口<, 一 `> , (劣 )

` 一 0

其中 P `
(幻和口

`
(幻的次数均不超过

, 一 1
.

牛
-

按上述方法计算
,

只需 N 个多项式乘法
,

口 ( N log N )个 多项式加法以及 口 ( N IOg N )

个数乘多项式
,

故总运算量为 O ( N o l o g : ) + O ( 。 N l o g N )
。

而直接计算需要 O ( N Z , l o g n )

的运算量 (设两个多项式相乘 用 F F T 算 法
,

运算量为 口 ( ln og 幻 )
。

两者之比为 O ( 10 g n

+ 10 9万 ) / o ( 刃 10 9 : )
,

新算法的运算量少得多
。

一般环中二维卷积的计算

首先设 R 为可换环
,

考虑 R 中二维循环卷积

万一 I M 一 l

c .
,

, = 艺 艺 a 。 , b <。 一。 ) <卜助 ( 9 )

式中 “ = O
,

l
, ”

’

协 = 0 t . = 0

衬 一 1
, 秒 二 O , 1

,

…
,

N 一 1

在复数域或有理数域上
,

这种循环卷积可利用 F F T 或 w in og : ad 算法来 作
,

然而在

一般环 R 中
,

正如前面已经指出过的
,

通常 F F T 算法和 W in o g r ad 算法的前提条件 得不

到满足
,

因而一般无法采用
,

我们期望用【5 1中提出的可换环上多项式变换来计算
。

盆一 1

令 c
,

( z ) = 习 “ 一 ” z “ ,

“ . 0
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类似地定义 A
.

( )z 和 B
,

( )z
,

C
,

(名 ) `

秒= 0
,

1
,

…
,

N 一 1
.

于是

A
。

( z ) B <一
。

>二 ( “ ) m o d ( 名一
1 )

,
> 0

,

护为素数
。

( 10 )

. .

0万--t

为简单起见
,

我们设万二 , `
十 r ,

N = ,
` ,

` 为正整数
,

其中

名

一 l 二 (名
, “

r 一 ` 一 l ) p (名 )

p (
z ) = ( z p ` + , 一 z ) / ( 名 p ` + ’ 一 ` 一 1 )

C
一 , : (名 ) ` 习 A

. , : (` ) B一
, : ( 名 ) m o d P ( 名 ) ( 1 1 )

. . 0

万一 1

C
一 , : ( 名 ) . 习 A

。 , : (名 ) B一
。 , : (名 ) m o d ( 名 p ` + ’ 一 ` 一 l ) ( 1 2 )

其中

. . 0

A
。 , : (名 ) , A

,

( z )

A
. , : ( z ) , A

,

( z )

m o d P ( z )

口 o d ( 名, ’ 十 护 一 ` 一 1 )

类似地有 B . , : ( “ )和 B
. , : ( “ )

。

求得口
, , : ( z )和 C

, , : ( ; )之后
,

根据孙子 定 理 [ 6 〕可构造出

C
,

( )z
,

构造过程无需一般乘法
。

若 P在刀中可逆
,

则 ( P ( z)
,

沙
r ,

N )构成 多项式变换 〔引
,

所以 ( 1 1) 式 的 计算可采用

多项式变换去做
,

做法同域上的情形一样
,

需做三个多项式变换以及 N 个模 , (幻 内的

多项式乘积
。

由于多项式变换不需要乘法
,

因此 ( 1 1) 式的计算所需的乘法次数 (多项式

相乘直接计算 ) 为
:

尹`

[尹
` + 护 一 ’

(尹一 1 ) 〕2

需 ( 1 2) 式仍为一个 N x ( M /川 的循环卷积
,

其计算可重复上述做法
。

所以
,

若 设 州
x

尹`
卷积所需的乘法数为万 ( t ,

l)
,

则p
` x 尹

`十 护

卷积所需的乘法次数为

M ( t + , ,
t ) = 瑟 ( t ,

t + r ) “ , `

〔p
` + , 一 ’

(尹一 1 ) ]
’ + M ( t ,

t + , 一 i ) ( 13 )

当 r = O时
,

M (` ) = 叮 ( t , t ) ” 夕
`

[尹
` 一 ’ (尹一 1 ) J

Z + M ( t
,

` 一 1 )

由 ( 1 3 )式
,

万 ( t ,
t 一 1 ) = 万 (` 一 1

, ` ) = 夕`一 ` 〔夕` 一 `
(夕一 z ) 〕

” + M ( t 一 z )

故肚 ( t ) = p
`

〔尹
` 一 ’ ( p 一 1 ) ]

’ + 尹`一 `

〔尹
` 一 ’

(矛一 1 ) ]
2 + 万 ( t 一 1 )

M ( l ) = p ` (直接计算 )

所以

M ( `) 二尹4 + 名 尹3 ` 一 3 (p 一 1 ) “ (p + 1 )

一 ( , 。
` 一 ; )
虹

~

1犷乌卫 2+ , ` 一 ( , 一 , ) : ( , + l )

夕
。 一 1

当
, 》 1时

,

M (`
, t + r ) 二 艺 尹`

[尹
` + `

(尹
一 1 ) ]

2 + M (名)

f 一 l

= 尹3 ` (尹一 1 ) ! 习 , 2 ` + M ( t )
` = O

一 , 3·

黔
( , 一 ` , ’ + “ (` ,
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、 、夕j.二+尹
Zt
、勺̀、 .了曰.上

一p
了厅、

一

日.

p+
、、
万矛

月.孟+公
`了̀气品̀、 .尹. d上

一P
了吸
、

,lū
,卜.
.

一曰.上
公一̀公
`

+

、

、ù, .孟,上一
-

尹一尹、,Z曰.上

一
r勺ó

夕
了厄、

朴尹一一

而直接计算一个尹
` x p ` 十 ’

的卷积所需的运算量为卫 (。
,

t + , ) = , ’ `尹2 `十 2’ = p “ + “ f

个 乘法
,

所以

M (名
,

t + , ) /卫 ( t
, ` + , )士 1 / p `

即乘法运算量仅仅为直接算法的 1加
`

倍
。

值得注意的是
, _

上述算法中用到的条件只有一个
:
尹在 R中可逆

,

这比 要求 有 D F T

存在要弱得 多
。

需要指出的是
,

〔5 1中只建立了一般可换环上的多项式变换理论
,

没有提及不可换

环的情形
,

一般地说
,

【5 〕中的结果对不可换环未必成立
,

然而在某些情况下
,

即使对

不可换环
,

多项式变换算法仍可使用
。

设 F 为一个域
,

K 为域尸上的线性代数 (可以不交换 )
,

下面我们试图利用 域尸上定义

的多项式变换来计算 K 中二维卷积 ( 9 )式
。

引理 2 若 ( M ( : )
,

F ( :
)

,

N )构成域 F 上的多项式变换
,

{ A . ( : ) }
,

{ B
`
( : ) }为 K 上的

多项式序列 (艺二 O
, 1

,

…
,

N 一 l )
,

则循环卷积
万 ~ l

c
,

( “ )二 恙 A
`

( “ ) B (卜 `》 ,

( z ) m o d万 (` ) ( 14 )

可以如下计算
:

令 河
,

( : )二 艺 A
`

(之 ) F `奋
(

: ) m o d M ( 名 )

止二:
石。 ( z ) , 艺 B ` (之 )尸 `舌 ( z ) nt o d万 (刁 )

则有
。 , _ 、 _

1
。 。 、 ` 夕理 万

习 (互
,

( z )
·

刀
,

(名 ) )尸
一 `七 ( 名 ) m o d万 ( 名 )

可仿照域上的情形证明此引理
。

现在考虑 K 中二维循环卷积 ( 9) 式
,

这时序列
a ` ,
和 b` ,

均为 K中的序列
。

若 C
。

(幻

A
,

( “ )
,

B
”

( : )按前面的定义
,

则 ( 9 )式等价于
N 一 l

C
,

( z ) 二 艺 A 。

( 名 ) B 、 , 一 , , 二 ( 名 ) m o d (名盆 一 1 )
件 . 0

( 15 )

设 N 二 尹
` ,

M 二尹`于 护 ,

t为正整数
, ,

> 0
,

并令

尹( : ) = ( : p , + ’ 一 1 ) / ( : p ` 十 r 一 ` 一 l )

C
, , : ( z ) ` 艺 A

” , ; ( 名 ) B 卜
二 , : (名 ) m o d P (名 ) ( 16 )

, = O

刀 一 1

C
。 , : ( 名 ) , 万 A

, , : ( z ) B一
, : ( 名 ) m od ( z p ` + r 一 ` 一 z ) ( 27 )

协口 0

设 p在 F 中可逆
,

由于 ( P (约
,

护
护 ,

N )构成域 F上的多项式变换
,

所以 ( 1 6) 式可用引理 2的

办法进行计算
,

只需 3个多项式变换
,

不需要乘法
, ( 1 7 ) 式等价于一个 N x ( M /川 的

二维循环卷积
,

可同样计算
。

当求得 C
。 , : (习 和 C

, , : (司 之后
,

根据孙子定理可构造出

C
.

(封
,

这个过程不需乘法
。

因此 ( 15 )式的计算和 ( 10 ) 式的计算过程完全一样
,

所以

计算 ( 15) 式所需的乘法数 ( K 中元素相乘数 ) 只为直接算法的 l /州倍
。
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特别地
,

当K 为域尸上的。维矩阵代数时
,

, ` x , ` + ’

二维矩阵卷积的计算只需用

肪 ` , , 、 . 、 _ . : : , . : , _ , 、
(尹一 1 ) 2 .

尹3 ` 一 1
, _ , , 、 , _ , 、 2 . _ ` , _ , 、 2 , _ , , 、

` “ 、 ` , ` I , z
一尹 、 尸 一 1 2一二了一一百一 一 二五

~
.

一丁
`

又P 个 1 少欠尹 一 l 夕 宁 P
-

一 气尹 一 l 产 气P 一 1 声
夕

- 一 1 尹
- 一 1

个矩阵乘法
,

而直接计算需要尸
` 十 2 『

个矩阵乘法
,

新算法的乘法数为直接算法的 1 / , `
倍

。

若对多项式变换采用类似于 F F T的技巧
,

则新算法的加法数同直接算法大致相同
。

[ 1 )

[ 昌 ]

[ 8 ]

[ 4 ]

[ 5 ]

[ 6 〕
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