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一种新的运输问题对偶算法

李 登 辜
釜

(系统工程与应用数学系 )

摘 要 本文给出求解运输问题的一种新的方法一 运输向题对偶算法 (仍是表上 作业

法 )
。

最后给出的实例说明本文算法在解决某些问题时比 [工〕中方法简便
。

关键词 线性规划
,

运输模型
,
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,

正则解
,

可行解
,

可增路

分类号 0 22 1
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1

在 日常生活中的一些实际问题
,

如物资调运
、

作物布局
、

零件加工等等
,

都可归结

为一类特殊类型的线性规划模型
。

这种模型最早是从物资调运问题产生出来的
,

故称为

运输问题
。

运输问题的研究和应用对城乡建设
,

国民经济的发展
,

特别是国防经济的发

展有着重要的现实意义
。

运输问题的一般数学模型为
:

m i fn 二 习
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不失一般性
,

本文只讨论平衡运输
,

即
:

恩
“

一刀
: “ ,

( T P )的对偶运输问题为
:

m a x 名 = 艺 a `。 ` + 艺 b , , ,

` 一 1 了. 1

满足条件 {
“ ` + 公 , 《 c ` ,

。 ` , , ,无符号限制

(公= 1
,

2
,

…
,

。 ; j = 1 , 2 ,

…
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( D T P )

问题 ( T P )可用表 1表示
。
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对 于 bJl 题 ( T p )
,

当然可用 [ 1 ] [ 2 ]

中方法求解
。

但为使运输问题理论更

加完善和更方便地解 决 一 些 实际问

题
,

如有容量限制的运输问 题 11t 3[ 〕
,

随机运输问题
,

本文提出一种对偶算

法
,

在解决某些问题时比 【1 」中方法

简单易行
。

表 1

演 销
班

1 基本概念

问题 ( T P )的一组 基 变 量值是指

( T P )基变量 l[ 〕的一组取值
。

定义 1 给定问题 ( T P )的一组基

变量值 {
: ` ,

}
,

如果对某个`。有
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艺 : ` 。 ,
<

a ` 。

了= 1

则称 {劣
` ,
}在第礼行不饱和 , 同样

,

如果对某个 J
。
有

习 : ` , 。

< b , 。

则称 {: ` , }在第 j
。
列不饱和

。

称 {:
`

分是问题 ( T )P 的一组不饱和基变量值是指
:

存在不饱和 的 行或不饱和的列
。

定义 2 运输问题表格上的格子 ( s , t ) (相应于变量 “
,

在不易混淆 的情 况下
,

我们互用这两个名称 ) 称为第 I 类奇异格子
,

记号为 d
,

如果第 8 行是不饱和行
,

第 `

列是饱和列
, 同样

,

称 ( 无
,

l )为第 I 类奇异格子
,

记号为
* ,

如果第 垂行 是 饱和行
,

第 l 列是不饱和列
。

定义 3 称运输表格上的一条路 p = {
: a ` , : a : : , : a

川
,

…
, : 。 ` : , : , `

} 为可增路 [ 3 ] ,

如果

其满足下列条件
:

( i ) 劣 s : , 劣 , ; : , 劣: : . : ,

…
, 劣* ` : , 劣。 `全是基变量 ;

i( i) 格子 ( :
,

约是第 1类奇异格子
,

(无
,

l) 是第 I 类奇异格子
,

初始格子称为第 1 个

格子
,

如此类推 ,

( 111) 格子 ( s ,

` ) 与 ( s
: ,

t ) 同列
,

(吕
: , t ) 与 ( s : ,

t : ) 同行
,

余下类推
。

最后
,

(无
,

l : )

与 ( k
,
l )同行

。

定义 4[ 幻 在运输表格上对一条回路进行 0 > O的调整时
,

如果某格子得到增量 0
,

则

称该格子是接收元
,

反之
,

则称该格子是捐助元
。

命题 [ 1 ] 设 {
二 ` ,

}是 ( T p )的正则解 [1〕 ,

即是 ( D PT )的可行解
,

如果佃
` ,
}也是 (PT )的

可行解
,

则 {
: ` , }是 ( T P )的最优解

。

证明 见文 〔11
。

一

下面一节将给出本文的算法
。
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2 正则解及对偶算法

基本思想
:

首先通过确定 ( D T P )的可行解来选取 ( T P )的基变量
,

然后取定一组基变

量值 ; 利用可增路 (如果存在 ) 进行调整
,

逐渐消除基 变 量 值 的不饱和性 (即非正则

性 ) ; 最后
,

保持正则性
,

逐渐消除不可行性
,

从而达到最优解
。

按照上述思想
,

我们分下面几个阶段进行
。

2
.

1 寻找 ( T P )基变皿

在 ( T P )表格上
,

可按下列方式确定其相应的 ( D T P )的可行解
。

选取任一列 尹 ,

并令
“ ` = c ` p ,

( i = l , 2
,

…
, 仍 ) ( 1 )

对任意夕= 1 , 2 ,

…
, , ; 但 J半 p ,

选取
:

” , = m i n { c ` , 一 u ` ,

￡= 1 , 2
,

…
, 二 } ( 2 )

然后令 , , = 0 ( 3 )

对式 ( 2) 中取到极小值的所有 艺中
,

任取其中之一
,

记作葱,
(j 二 l

,

2
,

…
,

朴 但 j半 p )
,

记指标集男 一 { (行
,

j)
,

j 二 1 , 2 ,

…
, 。 ,

且 j 护矛
; (石

, 尹)
,

落̀ 1
,

2
,

…
,

。 }
,

于是有下列结论
:

定理 1 记。 = ( 。 ; , 。 2 ,

…
, 。 。 )

` , 。 = ( 。 : , 。 2 ,

…
, , 。

)
,

其中
: `

(艺= l , 2 ,

…
, 。 )和 。 , ( J =

z
,

2 ,

…
, : )由式 ( z )到 ( 3 )所确定

,

则
: , 。是 ( D T p )的可行解

。

证明 由 。 及 。 的构造
,

结论为显然
。

定理 2 劣是问题 ( T P )的一组基变量指标集
。

证明 由田的选取易于看出
:

男中元素相应的格子不构成回路且其元素个数恰好为

( , + 。 一 l) 个
,

因此
,

男中元素相应格子是独立的
,

从而定理得证
。

由定理 2
,

男中元素相应的变量就是 ( T )P 的基变量
。

2
.

2 ( T P )基变盘位的确定及其正则解的寻找

在取得基变量指标集男之后
,

可按下列方式确定 ( T P )的一组基变量值
。

对第 1 行
,

即 i 二 l
,

设 (1
,

力任劣
,

J e 几: 二 {J
: ,

人
,

…
,

乒}
,

令

劣 : , ,

= m i n {b
, , , a :

}
: 、 , : 二 m i n {b

, : , a 、 一 劣 , , ;

}

劣 ; , ,

“ m i n戈b , , ,
a 、 一 劣 、 , , 一 劣 、 , 2 - …

对第 2 行
,

即￡= 2
,

设 ( 2
,

j ) 任男
,

j 任五
2 = {l

; ,

12
,

…
,

l户

一 z 、 , , _ ;

}

令

i n { a
: ,

b
`

小 若 l法 互:

i n {
a Z ,

b ` , 一 公 : `

小

恤弓口
一一劣

tn l n { a : 一 劣 : ; , ,

b
`

小

若 l : 任 通
:

若 l : 告河
:

m i n
{
a : 一 劣 2 ` , ,

b
, 2 一 劣 : ,

小 若 l : 任河:
( 4 )

..r.`..几

一一2,口ó.̀2

2 2 2由= !
n `

L比

i n { a : 一 劣2 一;

i n 不a Z 一 劣: z `

一 劣2 , ,
一 , ,

b ` ,

}
,

若 l , 告月
,

一 x Z , 。 一 L ,

b
, * 一 劣 : , ,

}
,

若 l 。任 通:



结 8期 李登峰
: 一种新的运较问题对侣算法

对于 ` = 3 , 4 ,

…
,

m ,

如此继续做下去
,

直到穷尽男中的所有元素
,

并 令 所有 非基变量

幻 , 二 .0 于是有下列结论
:

定理 3 对于前面选定的基 变量指标集 劣
,

利用式 ( 4) 确定 ( T )P 的一组基变量值

仿
,

小 有下列结论成立
:

( l) 如果 ( T P )存在对偶可行解
,

则 {二
` ,
}至少有一行和一列饱和 ,

( 2 ) 如果存在不饱和的行
,

则也存在不饱和的列
。

反之亦然 ;

( 3) 如果所有行均饱和
,

则 {二
` ,
}是 ( T )P 的正则解 (但不一定是可行解 )

。

证明 结论 ( 1) 由 {
二` ,

}的构造及平衡运输条件可得 ,

结论 ( 2) 由平衡运输条件及定义 1 可得 ;

结论 ( 3) 由定理 1
、

定理 2及正则解定义 11[ 得证
。

定理 4 设 ( T )P 存在对偶可行解
,

并设 { :
` ,
}是由式 ( 4) 确定的一组基变量值

。

如果

佃
` ,
}是 ( T P )的不饱和基变量值

,

则必存在可增路
。

因此
,

若不存在可增路
,

则得到 ( T )P

的正则解
。

证明 由定义 1
、

定理 3 及定义 3 可证
。

定理 5 如果 ( T p )存在一条可增路 p = {
劣 s : , 劣 s , : ,

劣 s : ` : ,

…
, 劣 。 : : , 劣 。 :

}
,

并令
: ` , ,

格子“
,

力不在路 P上
: ` , + o

,

(`
,

J )是 p上奇序号格子

: ` , 一 0
, “ ,

力是 p上偶序号格子

( 5 )

`

!
!
`
.
ó

一一布J
.

山份
一X

其中 0 = m i n { 8
: , 0 2 }

, _

且

{
0 : 二 b ` 一 艺 劣 “

i
:

( f
, ` ) 任夕

0 : = a , 一 艺 劣 a ,

j
,
( s ,

j ) 〔才

( 6 )

则下面二个结论成立
:

( l) {恋
` ,
}仍是关于劣的一组基变量值

,

且保持原来的行和列的饱和性 ,

(2 ) 如果 6 :
> O: ,

则增加第
s
行为饱和行 ; 如果 0 ;

< e Z ,

则增加第 l 列为饱和列
;

如果 e : 二泞: ,

则第 l 列和第
8 行同时变成饱和的列和饱和的行

。

证明 由 0 的选取及定义 1 和定义 3
,

结论 ( 1) 和 ( 2) 立即可证
。

定理 6 对 ( T P )的一组不饱和基变量值
,

利用定理 5 ,

经有限次调整必得 ( T )P 的正

则解
。

证明 由定理 3到定理 5 及行
、

列的有限性得证
。

2
.

3 ( T )P 不可行解的调整 2[]

假设 {二
` ,
}是 ( T P )的正则解

,

但不可行
。

于是
,

任取 九
。
< o ,

记 N = { ( l
,

l)t 使存 在

除
: “
外全是基变量的回路且含肠

。 ,

并要求 ( s ,

幻及 (l
,

约均为接收元 }
。

在 N 中取 l( 。 , t 。 )

使其相对成本 几
` , = c . , 一 “ ` 一 : , 最小 (若不止一个

,

可任取一个 )
。

在含格子 ( 8
,

幻 及

(l 。 , `。 )为顶点的回路上进行调整
,

调整量为 0 = 一 劣 , . ,

使得`
, 为非基变量

,
丸

。 . 。

为基变

量
,

从而得到一组新的基变量值 {牙
` , }

。

于是有下列结论
。

定理 了 设 {
: ` , }是 ( T )P 的一组正则解

,

但不可行
。

如果你
` ,
} 是按上述方式迭代而

得的一组基变量值
,

则 {瓜
,
}仍是 ( T )P 的正则解

。
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证明 由 e 和进基
、

出基变量的选取得证
。

2
.

4 ( T P )的对偶算法

在上面的准备之后
,

下面就具体给出 ( T P )对偶算法的迭代步骤
。

① 对 ( T P )
,

用式 ( 1) 到 ( 3) 的方法求出 ( D T P )的可行解
“ 、 。 ,

并确定 ,
,

转入⑧ ;

② 用 ( 4 )式确定 ( T P )的一组基变量值 {
: ` , }

,

转入③ ,

③ 如果 {:
` ,
}是 ( T P )的饱和基变量值

,

这时 {匆
,
}是 ( T P ) 的 正 则 解

,

转入⑤ ;
否

则
,

转人④ ;

④ 找出一条可增路 p
,

用定理 5中方法调整得到一组新的基变量值
,

仍记作 {
: ` ,

}
,

返回③ ;

⑤ 如果所有
: ` , > 0

,

则 {二
`

,} 是 ( T P )的可行解
,

从而是最优解
,

转人⑦ ; 否则
,

转

入⑥ ,

⑥ 任取九
,
< O

,

用定理 7 中方法 (或见 〔幻 ) 求出一组新的正则解 {勇` ,
}

,

并用 〔l

中方法重新求出 ( D T P )的可行解反 , 。
.

用 {工
` ,
}

, 厕和。代替 {:
` , }

, “ , 。
并返回⑤ ,

⑦ 计算最优值尹 = 单 in 了
,

停止
。

定理 8 按照上述方式迭代有限次后必得到 ( T )P 的最优解
,

从而 本文算法有效
。

证明 由定理 1 到定理 7 及命题易知结论成立
。

3 算 例

利用本文算法求解实例
。

例 设有一运输问题如表 2
.

解 取尹二 l
,

用 ( 1) 、 ( 4) 式立即得最优表 3
,

不需作任何调整
。

但用 〔l] 中方法需

作 2次调整
。

在令
v : 二 O下

,

所得最优表与表 3 一致
。

最优值了
, = 63

.

表 2 表 3

运
矿

、

销地

产 t
产地

-
-

一、

\ 。 ,
1 0 1 一 a 1 1 1 一 : l

二
_

二 !
3 ⑧

…
1 1 ’ “

1
。 “

}
; : “ `

{
8

A · ; ④ {
。 “ `…: ③ }

; 。 ’ ` “

{
7

,
3

}
: 。 {

` ⑧

{
: 。 ’ “

}
。 ④

}
1。

一矿亩
一

丁
7

}
6

…
8

}
·

{
: 。

JJ品山一ù廿ù

.óO一n山

由上例可见
,

本文算法在解决某些问题时比 〔l] 中方法简便
,

易于 获 得最优解
,

但

是
,

本文算法也同运输问题的其它算法 l[ j[ 2] 3[ ]一样
,

在解决某些 问 题时
,

仍显得不够

理想
,

有待继续研究改进
。

刘德铭教授审阅了全文
,

并提出宝责意见
,

谨以致谢 !



第 8期 李登峰
:

一种新的运翰向魔对俩算法 7 5

参 考 文 献

〔 1 1 俞玉森主编
.

数学规划的原理和方法
.

武汉
:

华中工学院出版社
, 19 8 5

[ 2 〕 李登峰
.

变 t 带上界的运翰向题的一种新的对妈算法
.

系统工程
,

19 59
,
(1 )

:

滩~ 58

〔 3 1 陈庆华
。

有容 t 限制的运翰向路
.

国防科技大学学报
,

1 9 88
,
( 3)

:

87 一 92

A N e w D u a l A l g o r i t hm f o r t h e

T r a n s P o r t a t i o n P r o b le nr

L 1 D e n g f e n g

( D e Pa r tm e n t o f A P P l i e d M a t h e m a t i e s a n d S y s t e m E n g i n e e r i n g )

A b s t r a e t

T h e P a P e r g i v e s a n e w m e t h o d f o r s o l v i n g t h e t ar n s
po

r at t主o n P r o b l e m一 t h e

d u a l a l g o r i t h m f o r t h e t r a n s p o r at t i o n p r o b l e m ( o n t h e at b l e w o r k )
.

F i n a l l y
,

t h e a u t h o r g i v e s o n e e
xa tn P l e s w h i e h s h o w t h a t t h e a l g o r i t h m 15 s i m Pl e r f o r

。 o l v i n g s o m e p r o b l e m s t h a n t h e m e t h o d i n
[一]

.

K e y
wo

r d` : l i n e a r p r o g r a m m i n g , t r a n sP o r t a t i o n m o d e l
,

d u a l i t y t h e o r y ,

r e g u l a r s o l u t i o n
,

f e a s i b l e s o l u t i o n ,

i n e r e m e n t a l P a t h

. - . .

一
. ` ~ . .

一
.

一
.卜- 份,

一 . ~ 一卜一 , 一
曰 . ~ ~ 叫 .

一
.

一
.

一 卜
叫

一 .

一
.一

.

.

一
.

一
.

一
.

一
.

一户
.

一 . ~ 一 .

一
口

一
.

一
. ~ ~ .

一
奋 - ~ 奋一一 .

- 卜 - .

一
.

一卜
. . 卜一

. , 一

(上接第57 页 )

A b s t r a e t

I n t h i s P a P e r
,

l i n e a r m o d e l s w i t h P v a r i a n e e e o m P o n e n t s a r e e o n s i d 一

e r e d a n d t h e e x P l i e i t a n d e a s y e o m P u t a b l e e x P r e s s i o n 吕 fo r B a v e s 主n v a r i a n t

q u a d r a t i e u n b i a s e d e s t ima
t e s ( B A I Q U E ’ s ) a r e p r e s e n t e d

.

T h e e l a s s o f B A I -

Q U E
’
5 15 P r o v e d t o fo r m t h e e n t主r e e l a s ` o f a dm i s s l b l e i n v a r i a n t q u a d r a t i e
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