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散度
、

旋度和梯度在共同模式上的统一
定义及其在一般坐标系中的应用

徐 黎 平
〔航天技术系 )

乡 摘 要 本文在推广的散度定理的基础上给出了散度
、

旋度和梯度与坐标无关的统一 定

义
。

着重在一般曲线坐标系中利用以三对坐标面为包容面的微元体为共同模式
,

把散度
、

旋

度和梯度统一表示为某一微分量的极限值
,

从而直接导出了张量分析中这三种量的熟知的表

达式
。

关锐饲 张量分析
,

散度
,

梯度
,

旋度
,

统一定义

分类号 0 1 83
.

2

在矢量场和标量场的微积分中
,

矢量场的散度
、

旋度以及标量场的梯度通常用两种方

式定义
,

一种是作为哈尔米顿算子 V以某种乘积的形式与矢量函数或标量函数相作 用的

结果
,
另一种是作为矢量函数或标量函数在边界上的某种形式的积分量与边界所包容的

范围之比值的极限
。

这两种定义方式都各有不足
,

前者没有明确表示出所定义的量的意

义
,

并且关于算子V的采用要依赖于具体选定的坐标系
; 后者则是在定义 的形式上不够

统一
,

不便于记忆和推广
。

本文从推广的散度定理出发
,

首先建立 了散度
、

旋度和梯度

与坐标系的选取无关的统一定义
。

根据这个定义
,

并利用一般曲线坐标系的微元面积
、

微元体积的表达式
,

在一个共同的模式上导出一般曲线坐标系中的散度
、

旋度和梯度的

微分表达式

1 在共同模式上的统一定义

在标量场和矢量场的积分学中
,

有如下三个积分公式
:

( l a )

。

F J V
( l b )
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其中
: S 为空间一简单闭曲面

,

V
,

为以 S 为边界的单连通区域
,

旅 为 S 的外法线方向
。

分析以上三个积分公式
,

可以发现这样一个规律
: 只要把单位法向矢量 ” 换成算子

V
,

闭曲面召上的积分就变成区域 V .

上的积分
。

还注意到微元面积矢量 n d习可以写成 d凡

这样
,

以上三个积分公式就统一表示为

芬蜘
, 一

伽、 *

V a

( 2 )

这里
, “ , ”

是待定的乘积符号
,

必是在区域 V
,

上足够光滑的某一矢量函数或标量函数
。

当
“ ` ”

取点积
, 必 为一矢量函数

,
V

·

必 为散度 , 当
“ . ”

取叉积
,

必也为一矢量函 数
,

、 ,

x 必为旋度 , 当
“ , ”

为普通乘积
,

必为一标量函数
,

V必表示梯度
。

由于积分公式 ( 1b )在场论中称为散度定理
,

我们把统一的积分公式 ( 2) 称为推广的

散度定理
。

设 ` 是V
.

相对于 V
.

中某一定点的当量直径
,

当V
,

以任意方式收缩于该一定点时
,

由 ( 2 )式可以导出

一 朴
。

d , , 。

砂 , 一
黔

` 生

乍乒
( 3 )

( 3) 式就是函数巾在这一定点处的散度
、

旋度 和 梯度的与坐标无关的统一定义式
。

以上述讨论可以看出
,

通过这个定义
,

将张量分析中的这三个微分量很 自然地融合成一

个统一的封闭系统
。

它不仅形式上统一
,

简单易记
,

而且还不依翰于坐标系的选取
,

在

物理和力学中都可以有各自的明确的物理意义
。

为了能从公式 ( 3 )出发很方便地导出散度
、

旋

度和梯度在一般曲线坐标系中的微分表达式
,

需要

把定义式 ( 3 )写在一般曲线坐标系中的一个共同模

式上
。

为此
,

选取一个与曲线坐标
。 `

( ` = 1 , 2 ,

3) 相

对应的以三对坐标面为包容面的特殊微元体
。

请注 d

意
,

由于曲线坐标系
u `
不是正交的

,

则相交于空间任

一点的三个坐标面或三个坐标线也不一定正交
。

如

图 1所示
,

设微元体的体积是 刁V
,

三对与
“ `相对应

的微元面积矢量表示为乙8
`
和 J S “ (` = z , 2

,

3 )
,

其

中
,

」S
`和 d s “ 是相对的坐标面上的矢量面积元

。

在取极限的情况下
,

得到与 ( 3 )式完全等价的统一

定义式为

介 d 含 ,

翻

圈 1 一般坐标系中的微元体

V
`
必 = l i m

艺 (」8
` , 必 )

」V ( 4 )
d V味 0

式中
,

名 ( d s
` ·
必 )是对包容 J V的所有六个坐标面上的 d s

` .
必 求和

,

注意 j s
`
的方向
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相对于微元体来说总是 向外的
。

极限」V ` O应理解为体积」V 以任意的方式收缩于刁「 中

的某一定点
。

( 4) 式就是在一般曲线坐标系中按照一个共同的模式导出的散度
、

旋度和梯度的统一

定义式
。

后面
,

我们将按这个统一定义式推导出这三种量在一般曲线坐标系中的微分表

达式
。

一般曲线坐标系中的量

为在后面推导中引用方便
,

下面列出一般曲线坐标系中的一些要素及其关系式
。

局部基
、

局部互易基
、

度 t 张 t

局部基
. e : , e : , e ,

局部互易基
: e ` , e , , e ,

度量张量

!
e l ·

e l e ! · “ :

L“ ` ” L“ ` ’
“ ” ”

}
“ , `

“ , “ ,
’

“ ,

L e 3 . 召 盆 e s
.

e ,

用 g 表示度量张量矩阵的行列式
,

即 g 二 !g
` ,

}

了丫了== e ` ·

( e , x e 。 ) 了 ; 、

i
,

` 一 ’ “ 一 ` 一 ” `

“ ,

夕
L l /召万二 e ` ·

( e j x e , )

( 5 )

,

无按 1 ,

2
, 3循环置换 ) ( 6 )

`龟.了、 J
户

7Rù
了.、了、}万士

“ , x e ,

` e `
/了 g == e , x e 今

(艺
,

j
,

无按 1 , 2 , 3循环置换 )

d e `

/ d 。 了= d e , / d u ` (`
,

J二 1 , 2 ,

3 )

这里
,

我们引入的基矢量 e ` ( `二 1
,

2 ,

3) 按 e ,
·

( e : x e 3

) > o这样的次序构成右手系
。

2
.

2 徽元面积
、

徽元体积

对应于图 1 所示的微元体
,

与坐标线
。 `
相对应的棱边的微元弧长矢量表示为

J I
`
= e ` J “ ` (指定指标 i = l , 2

,

3 )

这样
,

与坐标面
“ `
相对应的沿

、 `
增加方向的微元面积矢量表示为

{
d s ` = e : d 、 2 x e : d : ’ = 了万

~

e ` d : , d 。 ’

d s
, = e 3 J o s 、 e : 」: ` 二斌丁

e , d 。 , d 。 `

昭
3= e , J “ ’ x e : J u ’ 二丫

一

了
e , 』。 ,

d , ,

目口

招
` = 召万

e ` d : , J砂 ( `
,

j
,

无按 1
, 2 ,

3循环置换 )

很显然
,

d s
`
与和它相对应的微元体表面的面积矢量 J S

’ `

之间仅相差一个 负号
。

微元体积则给出为

d V二 e 、 J “ ’ ·

( e : d , Z x e 3 d o 3 ) = 丫万
一

』: ’ J u , d , 3

2
.

3 曲线坐标系中的矢 t

矢量 F 可以在局部基和局部互易基上表示为

( 9 )

( 10 )

( 1 1 )

( 1 2 )
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F = F 盆 e、 + F Z e: + 尸 , e :

F 二尸
l e l + F : e Z + 尸 s e 3

3

尸
` = 艺 g

` ,尸 , (感= l
,

2
,

3 )
才= 1

( 1 3 a )

( 1 3 b )

( 1 4 )

3 一般曲线坐标系中的散度
、

旋度和梯度

3
.

1 矢 t 函教的散度

由统一定义式 ( 4)
,

矢量函数的散度为

V
·

F = l i m
d V稀 0

习 ( J S
` ·

F )

J V
( 1 5 )

对应于图 l 的微元体模式
,

( 1 5) 式右边分子上的和式展开的结果为

: ( ” s 二 F ) 一 (了万F
l

,

}::
“ ` ’ ” 一” 一 + `了万 F Z )

性忍+ J. 它

J份 3」公 1

,

_
_

_
1. 3 + 』. 5

+ (丫 g F ’
) I
一 ” ” `

j ” ’

这里
,

采用了记法

`了万“ ,

}
. ` + 」 . `

= (了万 F` )
。 , 、 」。

卜 (扩万p ` )
。 `

由于 J F 二了 g 加
` J沪 d沪

,

并注意到

l i m
d . `呻 0

(

万
F `) }

.

{
+ ` . ` 。 _

-

一~
拌二一一

=
扁 (以 g F `

)
艺卫拼

一

廿 “
(短二 l

,

2 , 3 )

于是从 ( 15 )式得到

~ 1
F

.

尹 =
-刃尸宁

竺

V g

1

一了了

卜书子些沙漂些扭镶卿1

息盗
( 、 万; `)

( 16 )

表达式 ( 1 6 )正是张量分析中得到的一般曲线坐标系中的散度
。

3
.

2 矢 t 函数的旋度

由统一定义式 ( 4)
,

矢量函数的旋度为

F x
F = l i m ( 17 )

」 F叶 0

刃 ( d s ` x
F )

j V

仍采用图 1表示的微元体
,

( 17 )式右边分子上的和式展开为

: (。 s ` X 二卜吓
( e 孟 X e ZF : + e l X e , ` , )

}::
“ ` ’ ” 。 : ” 。 :

+ 甲 g ( e ’ ` “ , F , + “ , ` “ , F 3 ) .I
: ” “ ,

沙“ `

+ 、 万 ( 。 : X 0 1 ; : + e : X e Z , : )

仁:
“ “ ’ `一 d一

! . 1十 d . 1 _ _ , . , +
如

t

一 (尸 , e 3 一 尸 3 e , ) }一
” “ “ ” “ ’ + (尸

· e , 一 尸 ` e , ) }
一 ” “ ’

d “
’
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1. 3+ d 一 3

+ ( F : e: 一 F : e: ) }
. 。 ” “ ’ 」“ :

J V为了万d 二 ’ j , , J o 3 ,

于是由 ( 27 )式得到

_ 。 1 「 J
,
”

_
”

_ 、
.

V x r 一万万【丽
气r ’ e , 一 r , e , ,十备

( F 3 e : 一 F l e 3 , +

益“
1“ : 一 ’ : e ! ,

将上式中各偏微分展开
,

并注意瓮
一般不为零以及 “ ,式所确定的关系 最后得到

v · F 一

六【(釜
一

器 )
一 +

(豁
一

鲁 )
“ : +

(豁
一

豁 )
“ :

l

( 1 8 )

es立蒯尸介立妒凡el一̀加F

l

存一 丽
F 1

( 18 )式正是张量分析中得到的一般曲线坐标系中的旋度的表达式
。

3
.

3 标 t 函橄的梯度

由统一定义式 ( 4)
,

标量函数的梯度为

V了= ll m
」 F呻 O

刀 ( J召 `
j )

才V
( 1 9 )

采用与上述相同的模式
,

( 19 )式分子上的和式为

二 ( 」s
`
了) 一 (“ 万

e !
, )

l::
’ ` “ ` ”一 `一 + `

万
一了,

仁:
“

` ’ ”一” 一

, ,

一
。 , 、

l
. a 十 d . 8 ` , J 。

+ 又V g e “

J ) !
二

J “ `
d “ “

翻. 一

由( 1 9 )式得
:

v `一

六{备
`寸` · “ , +

蒜
`“ ` 一` , +

赤
`“ `一川

1 三
= 一于于 乙

、 了 g ` , 1盗
`“ 丁

e “

一
。 `

黔
十 f 名

一丁于于山
习 g 心一 1

)一

雇
: 一

黔
+

六.lt 益
`

一
,

e ` ·

(黯
一

黔)』 ( 2 0 )

上式中
,

` ,

J
,
毛按 l , 2 , 3循环置换

。

由、 式所确定的关系
,

黯
一

豁
于是

,

由`20 )式得
:

3

V f = 名 e `

黔
一 e l

黔
+ e Z

纂
+ e 3

黔 ( 2 1 )

这正是一般曲线坐标系中梯度的表达式
。
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4 正交系中的形式

4
.

1 正交系的特点

对于正交曲线坐标系
,

常采用单位正交基 川 (￡= 1 , 2 , 3 )
,

相应的度规系数为 垂` (感二

1 , 2 , 3 )
,

且有

( h
:

)
2

0

0

O

( h : ) 2

O

0

(吞: ) 2 } ( 2 2 )

一

11
..̀

一一
、、.了

古J如了
、

丫万= 几
:

h Z吞3

在单位正交基上
,

矢量函数 F 用物理分量表示为

F = 户’ e 了+ 户Ze 荟+ 户3 e ;

矢量函数的各种分量之间有如下关系
:

( 2 3 )

( 2 4 )

l 针
二二二 二, 一尸

办` ( 2 5 )

二 h `户`

FF
矛.厄.之..1̀

正交系各种基之间有如下关系
:

= h
` e 下

l ~
二二二 二- -七

4 `

( 2 6 )

ó
....ee

..r心..̀

4
.

2 散度
、

旋度
、

梯度

根据正交系中上述关系
,

由 ( 16 )
、

( 18 )和 ( 21 )式
,

在正交系中散度
、

旋度和梯度为

V
·

F = 一工一 安其(丛聋边
旦户 、

论一在 2 介:
二

i d ”
, 、 办̀ I

( 27 )

&ae
。一妒幼

{吞, e 了 吞: e 星

ù 2
,

刀理L引d一U

浇口一U
,

吧̀一
、

口

一户Jó招
.

1V x F =
1

吞
l
无

2
h 3

d

J u l

吞
:

户
’

V f
e 昙

笼h `

( 2 8 )

( 2 9 )

这些结果都是我们所熟知的
。
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