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三三角形网格上的 O有理擂值

方 逢
(系统工程与应用数学系 )

摘 要 本文描述了一种用线性算子的组合插值新方法
。

较之已往方法
,

插值函数结构

简单
,

易于计算
。

并且估计了擂值函数的误差
,

误差阶是0 (丫 )
,

比仁4〕中的误差阶高 .2

分链词 函数
,

内插法
,

线性化
,

算子
,

奇点
,

线性泰勒算子
,

曲面插值函数

分类号 0 17 4
.

4 2

计算机辅助几何设计中引人了曲线
、

曲面的插值与逼近
,

对于定义在多边型区域上

的曲面
,

一种有效的方法是在区域三角网格化后的每一个小三角形的三条边上插值
,

得

到三角形上的曲面插值函数
。

而每相邻两个曲面插值函数 是 C
’
连续的 l[]

。

这 种插值逼

近且有局部限制逼近
,

充分光滑和一定的代数精度集
,

一定程度上提供 了原函数的可靠

放样
。

70 年代
,

三角域上的插值与逼近主要限于标准三角形上 21[
,

但实 际 给 定是任意三

角形
。

因此存在一个任意三角形到标淮三角形的仿射变换
。

由于变换后边界上的法方向

发生偏移 3[ 1
,

因而导致构造 C ’ 连续的复合曲面复杂化
。

的组合构造了结构简单 的 口
`
有理插值函数

,

该 函数在

微机上的计算量仅仅是文【1」【4 1的一 半
,

而 误差 阶是

O ( h
`

)
,

比文 〔4 ]中的误差阶高2
.

1 任意三角形上的C 有理擂值方法

设任意三角形A B C为少
,

它的边界为口少
,

B C 为最

本文用两个一次线 性泰勒算子

长边
,

建立坐标系如图 1
.
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尸 ` z
d

` + JF

J劣 `
d夕,

首先我们定义两个一次线性泰勒算子

L o F (劣
,

犷) = F ( O , 歹) + 劣 F : 。 ( O
, 夕)

L , F (劣
, 夕) = 尸 ( 劣

,

0 ) + 梦F o , (劣
,

0 )

由 L 。 ,

L
,

作布尔和得

P : F ( : , 梦) == ( L o
O L : )尸 (劣

, 夕)

= F ( o , , ) + F (劣
,

0 ) + : (尸 : o ( 0
, 梦) 一 F : o ( 0

, 0 ) )

+ 军( F o : ( 劣
,

0 ) 一 F o l ( 0
,

0 ) ) 一 劣梦F 、 : ( 0
,

0 ) 一 尸 ( 0
, 0 )

易脸证

( 1 )

{
P : F }

a 。 。 o , = F }
, c n o ,

J P I F J尸
a c u o 通 J劣

J P 一
tF

J夕

_ J P 一
F

a o u o 通 d夕

( 2 )

接下来定义线性泰勒算子 p Z

P Z F ( 劣
, , )二 F (”

,
梦) + (劣 一 招 ) F : o ( 介

, 梦) ( 3 )

显然 p t F ( : ,

鱿)
,

J p : F ( : , 梦) / J二 在 少上 C
`
连续

,

且 p Z F 仕
,

今)在 A B U A C上擂值 F 及 F

的一阶偏导数
,

即

{
p : F ( 二

, 歹) }
, , 。 , 。 “ F (劣

, 夕) }
, , U通。

。 P : 尸 ( : , y ) / J :
!

, , U , 。 = J F ( : , 犷) / J :
}

, , U , 。

J P : 尸 ( 二
, 夕) / d梦 1

, , U , 。 “ d F ( 劣
, 军) / J今 }

, , U , 。

( 4 )

由于` 。
/己夕在 O A上不连续

,

使 d P : F /勿 在 口 A 上不连续
。

但我们定义一个 P : F : ,

几尸的凸组合形式的插值函数 G ( : , 梦)
,

G ( : ,

妇不但在 J T U O A上插值 F 及 F 的一阶偏导

数
,

而且 G ( 劣
,
斗) e C

’
( T )

。

令

a (劣
,
夕) =

( 劣 一 几 ) 2

(劣夕) 2 + (劣 一 界 ) 2
刀( 劣

, 梦) = 1 一 a (劣
, 鱿)

口 (劣
, 夕) = a (忿

,

歹) P I F (二
, 夕) + 声( 劣

,

即) P : F (劣
,

y ) ( 5 )

首先我们证明 G (劣
, 夕) 任 C

`
( T )

.

从式 ( 5 )及 P : F ( 二
, 梦)

,

P : F ( 二
,

鱿)的性质知
,

O A上的点是 G。 : (劣
, 今)的 1’de 断点

,

( : 。 , 0 )
,

( o
,

, : )
,

( o , 李2 )是 G仕
,

夕)
, ` : 。 ( : ,

鲜)
,

a 。 ; ( : ,

今)的奇点
。

但 p 、 F (二
,

, )
,

p : F 仕
,

梦)
,

J p : F ( : ,

, ) / J劣
,

d p : F ( 劣
, , ) /口夕

,
J p Z F ( : , , ) /。: 都是 T 上的连续函数

。

综上知
,

要证明 G ( `
, 梦)

任 C
’

( T )
,

只需证以上出现的奇点和间断点都是可去的
。

第一步证明奇点是可去奇点
,

令

L ( 劣
,
犷) = P : F ( 劣

,

歹) 一 P :尸 (劣
,
梦)

M (劣
,

纷)二 L : o (劣
,

歹)
,

N ( 劣
,
夕) = L o一(劣

,

鲜)

则
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G(一 , ,一 p 1 F`一 , , + (: , ) {梦}二
一 , )

:
L `一 , ,

( 6 )

G l。 `一 ; ,一 ” p :
F 一̀ ; , ”̀ · 十

而概沁
, M`一 , ,

一

磷异军鸟、 乙“
, ` ’

( 7 )

G 。 : ( : , 夕) = J P : F ( : ,
犷) / d夕+

( 劣 一 玛 ) “

(公梦) 2 + ( 劣一 ) 2 N (劣
, y )

: : ,
; ( : 一 : ) , 一 : : , , 2 ( : 一 。 )孕

_ _ _ _ _ _ _ _ _
_

_ _

创
( (劣梦 )

2 + (劣 一 。 ) 2 ) 2
L (公

, y ) ( 8 )

由式 ( 2) 知

【
” 1尸防一 尸 ,

1
” p ,尸 /” ` J,

LJ P : F / J夕1,

F !
, = F j,

二 J P : F / J劣 }
一 = J F /d劣 }

,

= d P : F / d歹}, 二 J F / d梦}:
( 9

119曰nO4
,l,1j .上,1

1 5 )

叮了、
`

了、户̀、r
、了̀̀、

其中刀 = { A
, B ,

C }
.

将 L
,

万
,

N在 A , B ,

C 三点按泰勒公式展开得 (参见 〔5〕)
。

石 ( 劣
, 犷) = o (劣

2

) + o ( 劣 (犷一 , , ) ) + o ( (夕一梦, ) ’ )

二 O (劣
2

) + O (劣 (犷一 攀, ) ) + O ( . 2 )

= O (劣 ) 2 + O (劣 (军一 叮, ) ) + O ( (劣 一 钻 )“ ) + O (劣 (劣 一 林 ) )

或

L (劣
,

李) = o (梦, ) + O ( ( 劣 一 林 ) 2 ) + 0 (军(劣 一 劣。 ) ) + O (歹(劣 一 林 ) )

万 (劣
, 犷) = o (劣 ) + 0 ( , 一 , , )

或 万 (二
,

夕) 二 O 仕 ) + 0 仕 一 劣 。 )

N ( 劣
,

扩) = o ( 劣 ) + O (夕一 梦, )

或 N (劣
,

军) = O (夕) + O (劣 一 劣。 )

下面仅以 A ( 劣 。 ,

0) 为例证明是可去奇点
。

将 ( 1 1 )
,

( 13 )
,

( 1 5 )式代入 ( 6 )
,

( 7 )
,

( 8 )式得

口 ( 劣
,

军) = P : F ( 劣
,

梦) + 0 (梦) 2 + 0 (梦(劣 一 劣。 ) ) + 0 ( (劣 一 劣。 ) 2 )

G : 。 (劣
,
少) = 。 p : F ( : ,

, ) /d劣+ O ( , ) + o (劣 代劣。 )

( 1 0 )

( 1 6 )

2劣几 (劣 一 招 )夕留

( (劣夕) 2 + (劣一 ) 2 ) 2〔O (军, ) + 0 (夕(劣 一 劣。 ) ) + O (犷(劣 一 。 ) ) + 0 ( ( : 一 。 ) 2 ) ]

G 。:

(劣
,

鲜) = J P
:
尸 ( 劣

,

歹) J梦+ O ( 劣 ) + O (夕一 梦` ) -

( 17 )

2 : 夕(劣 一 : ) 2 一 2劣
2 , 2 (劣一 ) 劣。 /缪,

一 ( (劣犷) , + (劣 一 : )
,

)
2

一
·

〔O (梦
,

) + O ( (劣 一 n )
2

) + o (夕( 劣 一 劣。 ) ) + O (拼(劣 一 : ) )〕 ( 18 )

化简 ( 17 )
,

( 1 8 )式得
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G i

0’ ( 劣
,

夕) = J P I F / J劣 + O (夕) + O ( 劣 一甸 ) + O (劣 一 路 ) ( 19 )

G 。 : ( 二
, 于) 二 J P : F / J夕+ O (梦) + O (劣 一 二。 ) + O ( 劣 一 林 ) ( 2 0 )

对 ( 17 )
,

( 1 9 )
,

( 2 0 )式取极限得

l i m G ( 劣
, 少) = F ( 不

。 , 0 )
(苦

,

, )叶 (二 o
·

0 )

l i m G l。 ( 劣
,

y ) = F : 。 ( 劣。
,

O )
,

l i m G 。: ( 劣
,

梦) = 尸。:

( 劣。 , o )
(劣

,

, )叶 (公 。
,

0 ) (二
·

, ) , ( x o
,

0 )

只要重新定义 G ( : ,

妇
,

G
: 。 ( : , 歹)

,

口。 : ( : ,

妇在 A 点的值
。

则证明了 A 是可去奇点
。

接下来证明口 A上的所有点是 口。 : ( : ,

妇的可去间断
。

因 A 是可去奇点
,

自然 A 是可

去间断点
。

因此我们限定讨论的区间为
劣任「O , 劣 。 )

。

因

G O I

`一 , ,一 (
一

、

群是篆等补
p ! F (一 ; , +

漏粤摆毛矽
J P I F

d夕

F

l)凡,曰d
+ 、璧荞气共瑞

2

、* p Z
F `一 ; , + (劣李 )

2

(劣梦 ) , + ( 劣 一 几 )
2

J P Z F

J犷

( 劣夕) 2

( 劣缪) “ + ( 劣 一 。 ) 2

。 p Z F = (劣犷) ’

J夕 (劣犷) 2 + (劣 一 升 ) 2 (恤鱼鱼鱼
、 F : ; ( n ,

, )、
、 犷` ,

因F 任少 ( )T
,

则 尸 2。

帆 “ )
,

凡
`

帆 ` )在 T 上是有界函数
,

故:努
二 O

,

对 ( 21 )式两边取极限得
:

l i m G 。、 ( 劣
, 犷) = 尸。 : ( 劣

,
0 )

(劣鱿) 2

( 劣犷) 2 + ( 劣 一 忍 ) 2

重新定义吞
。 : ( 二

, 犷) }
, = 。 = F 。 : (劣

,

0 )
,

结合 ( 2 1 )式
,

我们有

G 。 : (劣
, 梦) }

口 , = F o l ( 劣
,

0 ) }
。 ,

这样我们证明了 G 。 :

( : ,

妇在口 A上是连续的
,

由 ( 2 )
,

( 3 )
,

( 5 )
,

( 2 2 )式易验证

( 2 2 )

综上所证我们有口( 劣
,

妇任 C
’
( T )

。

1燕帐沦黔
::::

}蒸娜i菊黔澎
· ,

; ) !
· · -

一
其中“ 表示d T 上的法向矢

。

于是我们有如下的定理
。

定理 1 设 F 任 C
“

( T )
,

则插值函数口 (劣
,

妇任 C
’

(全 )
,
吞 ( 劣

,

妇沿 d甲插值 F 及 尸的一

阶法向导数
,

且 G ( : ,

妇在 T 内部口 A上插值 F’ 及 F 的一阶偏导数
。
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误差估计

设 G仕
, 梦)逼近 F (劣

, 即)的误差为 E恤
, 梦)

,

则

E (一 ; 卜 }而舞群砰
( F’ (一 “ , 一 p l

“ 一 ` , ,+ (劣今 )
2

(劣犷 ) 2 + (劣 一 忍 ) 2

(尸 (·
,

;卜 p Z F (一 ; ) )

卜}耐豁绮
(` 一 L 。 ,“ 一 L王 , F`一 ; ,

伙玉砰粤袋不
王 ( “ `一 , , 一 p : F`一 ” ,

1
其中 I为单位算子 ( I F = F )

.

由泰勒余式知

(̀ 一 “ ,“ 一 L! , F一 “ 一 L l ,

了黑黯卫
(一 ; )̀ ·

一

丁:{:糯拼
( , 一 : ,。。 一 ; )̀ 。 ` ,

_ 劣 2夕2

4
F 2 2 ( 0 : 劣 ,

8 : 歹) ( 2 4 )

F ( 劣
, 梦) 一 p : 尸 (劣

,
军) “ (劣 一 肠 )“ F : o ( 0 : . , 梦)

O < 8 、 ,

8 : ,

0 5
< 1

将 ( 2 4 )
,

( 2 5 )式代入 E ( : ,

夕)得

( 2 5 )

这里

其中

E ( z , 夕) “
劣 2犷2 ( 劣 一 几 )

“
( 2

一 ) 2劣 2夕” 尸: o ( o a踢 ,

歹)

( 公鱿) 2 + (劣 一 几 ) 2

F : : ( 0 : 劣 ,

8 : 夕) --L

一
1
一

( 劣夕) 2 + ( 劣 一 林 )
2 2

《
丫

, 、
墅

M = m a x { m a x F: : (二
, 梦)

,

(公
,

口) e r

m 8 X

(公 夕 ) C 全

F : 。 (劣
, 梦) }

无= m a x {
: 。 ,

夕: ,

1夕
2
1于

定理 2 设 F’ (劣
,

妇任 C ` (少 )
,

则

}a ( : , , ) 一 ; (二
,

; ) I簇黑, `

J石

其中 M二 m a x { n】a X

(刃
一
甘 ) e牙

F : : (:
,
夕)

,

m a x F : 。 ( 二
, 犷) }

,

h 二 m a x {劣
。 , 军: ,

}歹
:
1

(劣
.

夕 ) C r

例 1 设尸 (劣
, , ) “ s i n ( 2汀劣 2

夕
2

)

A “ ( 0
.

5 , 0 )
,

B 二 ( 0
,

0
。

4 )
,

C = ( 0
, 一 0

.

4 )

用平行于 : ,

犷轴的平行线将 d A B C分成81 个网格
,

在 BI M 一 P C 机上
,

我们计算了

插值函数 G ( : ,

妇 在所有网格点上的值
,

计算总时间是 〔2] 〔41 的一 半
。

计算结果与误差

估计式 ( 24) 相吻合
。
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3三角网格上的C 有理插值曲面函数

前面讨论的是每一个小三角形上的插值函数在其局部坐标系下的表示
,

而整个三角

形网格上的曲面插值函数必须在同一坐标系下表示
。

因此每一个三角形上的插值函数作

一坐标平移和旋转可得到同一坐标系下的统一表示
。

而在同一坐标系下
,

每相邻两三角

形上的插值函数是 C
’
连续的 41[

,

从而得到在三角形网格上的整个曲面插值函数是 C `连

续的
。
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