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几类特殊多叶函数的极值点和支撑点

朱 健 民
(系统工程与应用数学系 )

摘 要 设 S ( p
,

司
、

c ( p
,

哟及工 ( p
,

哟分别表示 。 阶的 p叶星像
、

凸像和近于凸函数族
。

本文对这些函数族的支撑点和 s (夕
,

哟的从属 函数族的极值点和支撑点 进行了研究
,

推广了

G r a 。 ,血 a n n 和 p e r e r a等人的结果
。

关键词 函数
,

复变量
,

极值
,

p叶星像
,

凸像
,

近于凸函数
,

极值点
,

支撑点

分类号 0 1 7 4
.

5 1

函数族 习 ( , , a )
、

c (尹
, a )和 K (尹

, a )的意义由 f l 〕给出
,

p e r e r a
等人研究了 这些函

数族的闭凸包和极值点
,

但尚无人对其支撑点进行研究
,

本文将刻画它们的支撑点及其

相关函数族的极值点和支撑点
。

对周知的概念
,

我们未给出定义
,

它们均可在 〔 2 〕中查到
。

为叙述方便
,

我们引进

一些记号
。

设了为单位圆盘 U = { {: ! < 1 }上解析函数的全体
,

对了的紧子集
.

少
, E了

和 S u p p了分别表示了的极值点和支撑点的集合
,

H了表示了的闭凸包
。

对了中的 f 和

g
,

了从属于 g 记为 f K g ,

而了的从属函数族定义为袱笋 ) = { f
,

日g 任笋
:

f K姗
。

1 5 ( p
, a )

、

C ( p
, a )及K ( p

, a )的支撑点

设 f e s 印
, a )

,

由 [ 1 ]知 存在 g任 S ( 1 , a ) = S
`
( a )使 f (

: ) = [g ( : )〕p
.

反之
,

若

夕任 S
`

( a )
,

则由定义知 f ( 名 ) = [g ( z ) ] p任 S 印
,

a )
。

由此
,

变换 T : S :

( a ) , S。 , a )
,

r ( g ) 二 [ g了, ,

为一对一的
。

定理 1 设 J 为夕( ,
,

a )上的连续泛函
,

在叮
。任 S ( ,

,
a )处 F r o e h e t 可微

,

F r o e h e t 微

分 I ( g 。 ,
·

)不具有

I ( g 。 ,
几) =

式中 A
.

( “ “ 1 ,

…
,

川 为复常数
。

若

艺 A
,
h `

. , ( 0 )
,

h 任
忆

澎
尹

( l )

R e J ( g 。 ) = ma
x { R e J ( g )

, g 任 8 (夕
, a ) }

则g 。有

, 。 (·卜 二

/众
(卜一 )

2

一
( 2 )
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此处 }劣
,
{二 1 ,

勺) 。 ,

艺 t ,二 1
.

才一 1

证明 对前面给出的变换 T
,

令 f
。 一 少 一 ’

g( 。 )
,

定义 J ; = J
o

T ,

则

R e J
:

( f
。 ) = m a x { R e J

;

( f )
,

f 任 5
.

( a ) }

显然 J
;

为 s
`

( a )上的连续泛函
,

易证 J
,

在 了
。 处 F r即 h et 可微

,

其微分为 1
1

f(
。 ,

h) =

, I (夕。 ,

h
·

f 君
一 ’

)
。

另外
,

1
1

(f
。 ,

h )不具有形式 I
,

( f
。 ,

h ) = A h ( o ) + B h
`

( o )
,

h 任了
.

若不

然
,

取

” ( · ,一

!不居
。
!

’
二`

。
(· ,

, ·
为正整数

显然
,

h 任
`
丫

,

而

0 = I ;

( f
。 ,

h ) 二尹I ( g 。 , 之犯 + ,

)

这说明 I ( g 。 ,
·

)具有式 ( 1 )
,

矛盾
。

因此由 〔3 ]知

/ 三
, _

J 0 Lz ) = z / 1 1 L l 一 劣 , z )
“ ’ `

一 “ , .

了

I 了 . 1

所以 g 。一定有式 ( 2 )
。

定理 2 S u p P习印
, a )二 E H S 。 , a ) = { z , / ( 1一 念 z ) 2 ( ’ 一 “ , , ,

}二 }= z }

由定理 1和【1 ]可以证明此定理
,

所用方法是常规的
,

证明从略
。

推论 1 S u P P C (尹
, a )二 E H C伽

,

下面我们讨论 K ( ,
,
a )的支撑点

,

引理 1 令

a ) 一

{I :
, ` ,一 “ / (卜

· ` ) 2 ( 1

一
,

}
·

,一 1

}
为此需要

Q (夕
, 。 ) = { f

,

f 任
`

了
,

了( 0 ) = p
,

伽 > 0
,

}
e
}= 1 ,

}
a r g 。 } < 万 / 2 )

.

则有

( i ) 设 J 为了上的连续线性泛函
,

其中h 任了
,

a 为复常数
。

R e o
f ( : ) > 0

, : 任 U 下

R e J 于口( , , 。 )上为常数当且仅当J ( h ) = a h ( o )
,

( , , , S U p p“ ( ,
, · ,一

{
,

·

艺 几
`

` . 1

1+ 君一 2劣 `名

l 一 劣 `之

.

! 劣
`

卜 l
,

久 > O ,

名 几
` “ 1

, 拜> 1
心. 1

证明 易知
,

f < 补

f 任口( ,
, 。 )当且仅当

1 + e 一 2 2

1 一 之

而

1 + e 一 2 2

l 一 名

因此
,

算子 L :

少 , Q印
, : )

1 + e 一 2 1 + 之
.

1 一 君一 2

—
十

— —2 1 一 2 2

( , 为正实部函数族 )

: ( ,卜 ,

(罕
, +

子 )
为线性 同胚

。

设 {久 }为连续线性泛函 J 的生成序列
,

且 R e J 在口( , , 。 )为常数
,

由于了(幻

= 1 + 劣“
”

( ! : 卜 l , , > 1 )在少中
,

所以
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L (f) 二 夕+ 尹
· 1 + ￡一 2

2

劣之愧 任口 (尹
, : )

于是 R 。 , (了)一 R e

(
, 。。 十 ,

,

塑竺兰
: 。。

、对任何
: : `: -

、 艺 I

可能
。

因此
,

当
. > i 时b

,

= O
,

亦即 J ( h ) = b
。
无( 0 )

,

( 11 ) 由于 L (少 ) = 口印
, 。 )

,

所以

S u P p口( p , e ) = L ( S u p p , )

熟知

二 l为常数
,

而这仅当 b
, :

二 0 才成 为

V h 任
几

月厂
.

s u p p , 一

{名
:

l 十 劣 ` 名

人 `

—
.

’

1一 劣 ` 名
` !

劣`
}一 1,

久
`
> O 习 久

` = 1
, ” > 1

` . 1

由此 ( i幻便得证
。

定理 3 S u P P K (尹
, a ) c E H K 印

L

,
a )

《
p t

p 一 ’
( 1 一 夕t )

( 1 一 劣 t )
2 , ( ` 一 o ) + ’

d z
,

}
劣
! = , , ’ 一 `

, · 笋 ;

1
证明 设了

。 e s u PP K ( p
,

a)
,

仿照 〔4 了的方法可以证明 f
。一定具有

f 石(
z ) = 艺

人
`

2 竺丛上里匹匕
’

( 1 一 : `名 )
2 , 《 互 一 口 , + 互 ( 3 )

另一方面
, :

f 石(
z ) = g 。 ( : ) h 。 ( 之 )

,

其中 g 。 e s ( ,
,

义 )
。

下面我们证明 g 。 ( “ )与h 。 ( : )分别有

夕。 ( “ ) = 之 p

八 l 一 念 z ) 2 ( ’ 一 a , p ,

}劣卜 1

a )
,

吞。 任口( p
, 。 ) (引理 1 中定

( 4 )

h 。 (名 ) = p 艺 久` 1 + ￡ 一 2 劣。名

1 一 劣` 名

,

}劣` }二 1
,

入 > 0 习 几`二
` 留 1

( 5 )

若 夕。 不具有式 ( 4 )
,

则 妈
/ ,

( 任 S
:

( a ) )不 具有 形式
:
/ ( 1 一 劣: ) 2` ’ 一 “ , ,

由 [ 5 1知存

在 e
> O及万 > O使

}夕。 ( “ ) }< [ M / ( l 一 l : I )
2 ` ’ 一 口 , 一 `

]
p , : 任百

又因存在 N > O使

! h
。 ( : ) }< N / ( z 一 !

z
! )

, z 任 U

故有

!f 石(
: ) }< M

p
N / (一 }

: 1) ,

{
, ` ’ 一 a ,一

小
’ , z 任 U

,

( 6 )

但在 ( 3) 式中令
z
*

一 矛`
( 久

`

> 0) 知几 ( z) 不满足 ( 6) 式
,

因此梦。一定有式 ( 4 )
。

设 J 为与 f 。 相关的连续线性泛函
,

它由序列 {b
。

}生成
。

作泛函 J’ ,

其生成 序列为

{专
。·

}(一
。时

,

令告
`一 ”

)
,

则

R e J ( f
。 ) 二 R e J

`

( : 子̀ ) “ R e J `

(夕。吞。 )

=
ma

x
{R

e J
`

( g 。 h )
,

h任口(争
, 。 ) }

令 L (幻二 J
’

( g 。幻
,

则 L 可延拓成
龟

习了上的连续线性泛函
,

且使

R e L ( h 。 )二 m a x
{ R e L ( h )

,

几任口(尹
, e ) }
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由引理 1的 ( i )可以证明 R e L 在 口 (。
,

尹)上非常数
,

因此 h 。 任 S u p p口印
, 。 )

,

( 11 )知吞。一定具有式 ( 5 )
。

于是
,

由式 ( 4 )
、

( 5 )有

9 5

由引理 1 的

刀名 , 一 1

t a ( Z ) =

—
( l 一 劣名 )

乙 ’ ` 一 a , 尹
艺 几

`

谧 . 1

1 + 君一 2 劣 `之

l 一 劣` 之
( 7 )

1氮 }二 }引二 1 ,

从 > 。 ,

艺 久、二

将式 ( 7 )与式 ( 3 )比较知 f孟(
z )一定有

f舀( 么 ) =
夕之p 一 二

( 1 一 梦z )

( 1 一 劣 z ) Zp ( ’ 一 a ) 十 ` 1二 }“ !夕}= 1 , 劣笋夕

卜

这便证明了 f
。 任 E H K印

, a )
.

当争= 1 , a 二 O时
,

上述定理即为 G ar ss m an n 等人在 〔4 1中的结果
,

但我们这里不能

完全沿用他们的方法
。

z 。 ( S ( p
, a ) )的极值点和支撑点

p e r e r a
等人在 [ 6 ]中研究了

s (刀
:

( a ) )的极值点和支撑点
,

以下我们对 S 。 , 。 )建立

相应的定理
。

在此之前我们给出

引理 2 设 a > O
, j 犷

口

表示形如

劣

R

( 1 一 犷名 )
“
d拜 (劣

,

即)
户

I
J

一一
、少

Z
/̀、上,.

的 f 之全体
,

其中 R 二 { !川 二 1} x
{ }今1二 1}

,

群为 R 上的概率测度
。

若了任了
, ,

g任了
。 ,

则当尹+ q> 1时
,

f g 任了
, 十 。 .

证明是简单的
,

从略
。

定理 4 当0 ( a < 粤时
,

艺

H “ “ ( ,
, a , ,一

!J
劣名 p

一
一一一土兰一一一

`

d
:

( 1一 梦 z
)

z p’ ` 一 “ ’

; (·
, , )

, ; 为 : 上的概率测度
}

△
门

夕犷

_
_ _ _ , 、 、

f 劣 z ,

二
, _ _ . ,

1
七n s L巧 气尹 , 。 ) ) 一 t不

~

二百刃厄石面 ,
一

”
劣 l一 ’ 梦’ 一 主

J

证明 首先注意到对 f 任
s ( s ( , , a ) )

,

存在 夕任 S 印
, a )使 f < 9

.

而 g = [ g
;

]
’ , 夕:

任

S
,

( a )
,

令f == [f
:

〕, ,

则 f
,
代夕

, ,

即 f
:
任 s (夕

:

( a ) )
。

由〔6 ] 及引理 2 易知 H , ( S 。
, a ) )

二
呜

罗
.

.

欲证笔二个等式
,

我们只需证明

{
公之 p

( 1 一 今z ) 2 ( ` 一 ` ) p

{二 }一 `, ,一 `

!
二 E二

由于

f (
z )

劣名,

( 1一界 ) 2 ( ’ 一 ` , ,
= 劣名 , + 2尹( 1一 a )劣犷名 , 十 ` + 二 ,



9 6国 防 科 技 大 学 学 报 结1 2春

作、 上的连续线性泛函 J (。 )一奥 f
。 、 , (。、 +

尹厄 t

刀
2 ( l 一 a ) p ( p+ 1 )

` (

一 (。 )

}
( }

一 !声 }

“ 1)
.

则

R e J ( f ) = R e ( a 公+ 夕
劣梦 )乓 2

等号仅当二 二 l/ a , 梦二 a /声时成立
,

由此知 f 任 E了
.

下面研究 s( S ( p
,
a ” 的支撑点

。

在叙述定理之前
,

我们给出两个引理
。

引理 3 令

`
·

( , ,一

{丁
*

、
,

群
幻、 、 d , (·

,

; )
,

, 为 “ 上的。 率 , ”度
}

印为正整数
, 。

> 0)
.

则

s · p p ,
。

( , )一

{!
, , }

二 ,

的概率测度
}

·

B (夕)名
p

( 1 一 梦名 )
口 p

d产 (夕)
,

B为有限的 B l a s e h k e
乘积

, 群 为 }梦! = 1上

此引理可由 〔 6 ]直接推得
。

引理 4 设 甲 ( : )为有限的 B l a s e h k e
乘积

, c 任 C
,

!
c ! = 1

. 廿
。 / _ / 1

石 ” 、 “ \ 万

则甲 (
“ ) = 劣 ,

证明

〔: 甲 ( : ) / ( 1 一 c “ 尹 ( “ ) )
“ ` ’ 一 “ , 〕” 乏

_

弓。 p P s ( S (尹
, a ) )

z 为常数且 f刘 = 1
.

据 〔 6 ]之引理 3
.

1的证明有

F ( 之 ) =
之甲 (之 )

( 1 一 c 之尹 (
名
) )

“ ( ’ 一 “ )

一

真
, “ 七

箭攫沪
“ ’

其中久
`
> O

,

> 0
.

于是

艺 又、 一 1

七= 1

r 1 l
q

r 君
。 1 1

q

! 不· ! - l , · 、 · , 一 L正万币 ` )」一 t启
1 ` ’

厂 玉舀」
q = 1 一 Z a

( I ) 〔F ( “ )〕p = 刀久
。 :

… 久
, , 刃劣

” ,之

l 一 劣 。 ,之

云2 , , z

1 一 劣 , p z
[h (“ ) ]

”
(刀几

, ,

… 久
, , = 1 )

.

由引理
镇

2 知

( I )
乙劣

” 一之

l 一 劣
。 1之
一夕巫卫乡一 〔, ( : )!一 {

1 一 劣 , , 2 J R

劣之 p

( 1 一 犷名 )
2 ( ` 一 a ) p

d几 (劣
, 李)

因〔F ( z ) ]
p
任 S u p p s ( S ( p

,
a ) )

,

当然 「F ( : ) ]” 任 S u p p H s ( S 印
,

a ) )
.

由 ( I )和 ( I )知

.
云` 一 “

一三三
l卫乡一 [ h ( z ) l

”
任 S u p p H S ( S ( ,

,

“ ) )
1 一 劣 , 1之 1 一 劣” , z “ 、 ` ’

而由引理 3 知

刃` 声 … 云`
p名

l 一 劣。 一之 l 一 劣。 , z
〔h ( : ) ]

p = J
B (梦) 么

p

一; ,二 l

( l 一 , z )
2 ( , 一 “ , p

d y (犷)

不难推出
v
为一质点测度 ( p io nt m as s )

,

由此甲 一定具有 形式 甲 (z ) = : ( :
为常数

,
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}州 = 1 )
.

定理 5 设 J为
.

阅 r上的连续线性泛函
,

且不具有形式

J (无) = 艺 A
,

h ( . ) ( 0 )
,

h 任
.

灭了
佩 = 0

贝lJ当。 ( 。 < 巴
一

时
乙

S u p p { s ( S (尹
,

a ) )
,

J 子= E H s ( S (尹
,

a ) )

此定理的证明可完全按厂6 1中的方法进行
,

这里只须注意到 〔 2 1中的一结论
:

设 F 任
`
丫非常数

,

则

S u p p s ( F ) 。 { F ( : 甲 ( : ) )
,

势为有限的 B l a s e h k e
乘积 }

。
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o ! r e s u l t s h a v e b e e n o b t a i n e d a` f o l l o w s :

T h e o r e m 1
.

( 1 ) S u p p S (夕
, a ) = E H S

,

(夕
, a ) ;

( 2 ) S u p p 口 ( p
,

a ) “ E H C (尹
, a ) ;

( 3 ) S u P P K ( p
, a ) c E H K ( p

, a )
.

T h e o r e m :
.

( 1 ) E H 。 (。 ( , , 。 ) ) 一仁一摆共~
,

r
二

一 ! ; 一 1
飞

` 又1 一 犷̀ )
一 ’ . 一 ` r ,

(
。簇 · 《

.)t
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第 8期 方 遴
:

三角形网格上的C
’
有理擂值

3 三角网格上的C 有理插值曲面函数

前面讨论的是每一个小三角形上的插值函数在其局部坐标系下的表示
,

而整个三角

形网格上的曲面插值函数必须在同一坐标系下表示
。

因此每一个三角形上的插值函数作

一坐标平移和旋转可得到同一坐标系下的统一表示
。

而在同一坐标系下
,

每相邻两三角

形上的插值函数是 C
’
连续的 41[

,

从而得到在三角形网格上的整个曲面插值函数是 C `连

续的
。
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