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用加权余量法求解弹性机构

的稳态响应

李栋成 金芝英 张启先
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摘 要 在机构的运动弹性动力分析中
,

稳态响应的求解已有了多种方法
。

本文通过分

析
、

比较
,

提出了用加权余量法求解弹性机构稳态响应的思想
,

并给出了两种基本算法
。

作

为应用
,

本文还给出了两个算例
,

其中空间四杆R S, S R 机构为本文首次给出
。
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在机构的弹性动力分析中
,

稳态响应的求解
,

已有了多种方法 [6]
,

其中较为成熟的有

文献〔2 ]的代数封闭式算法及文献〔11 的富立叶级数展开法
。

一般来说
,

计算效率以这两

种为高
。

但封闭式算法有一个缺点
,

就是它要作很多次广义特征值及特征向量的求解
。

这不仅很费机时
,

而且对那些较为精确的
、

含有陀螺项的弹性动 力 学 方程 [6] 来说
,

它

甚至不可用
。

同时
,
采用这种方法

,

线性代数方程组的生成也比较麻烦
,

不利于程序的

编制
。

富立叶级数展开法由于要把方程所有的系数项都展开成富立叶级数
,

故计算量很

大
; 另外

,

它还存在一个系数阵的谐波阶次与广义座标的谐波阶次相互匹配的问题 〔幻
。

有鉴于此
,

通过对各种方法进行分析
、

比较
,

本文建议采用加权余量法(M et h o d

of w
“ig ht e d R e si d u e )求解弹性机构的稳态响应

。

加权余量法的优点在于它概念清楚
、

计算简单
、

易于编程且能有效地控制计算精度
。

1 弹性机构稳态响应的求解

由文〔4〕可知
,

机构的弹性动力学普遍方程为
:

[M〕{“} + [C 〕{。} + [ K ]{
:
}”

一
[卫 ] {倪

。
} + {P } (1 )

式中〔叮 ]是常正定阵
,

〔C ]
、

【K l均为时变的对称阵
。

出于更为一般的理由
,

这里假定方

程(劝的所有系数阵都是时变的 (一般的弹性动力学模型 [6 1及文〔53中经模态缩减后的系

统方程都是如此 ) 函数阵
。

方程 (1) 的稳态解的数学描述为
:
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!
控制方程

:

[万
。

] {”} + [ C
‘

] {公} + [ K
:

] {公} = {P
‘
}

约束方程
:

{
。}

‘
= {

u
}

: 十 , ,

{公}
:
= { . }

‘+ , ,

{公}
‘二 {

。
}
‘十 : (2 )

其中【万
.

〕
、

〔口
:

1及「K
.

〕都是随时间周期性变化的函数阵
,

{P
,
}为周期性变化的激振力

。

系统广义座标数为 。
,

稳定运转周期为 T
.

若机构以匀角速度输入
,

则少= 2万 / 。
.

选择三角正交函数基

{F
:
} = {1

sin o t e o s o t⋯sin 。。 t eo s : 。‘}作为试函 数
。

显然
,

这组试函数 满足 (2 )

的约束条件
。

令方程 (幻的近似解为
:

、夕、,产n口4
r奋l、了.、

{云}二 艺 ({a }
‘sin 公。 t + {b}

‘eo s葱。 t)
‘= 0

{公}二 习 ({a }
‘
石。e o s艺。 t 一 {b }

‘
落。sin 艺。t )

‘留O

{任} = -

代人方程 (2)
,

整理得余量

艺 ({a }
‘(艺。 )Z sin 感。t + {b }

‘

(‘。 )Ze o s云。t) (5 )

{」
‘

} = [A
‘

了{
,
} 一 {P

‘

} (6 )

其
.
扣

:

〔A
‘

] = 〔卫
‘

]À {V 3 }+ [c
:

〕À {V Z} + [ K
。

]À {V
:

}
,

@ 为 K r o n e e k e r 乘积
;

{V 3} = {o 一 。2, i n 中t 一 。叱。归。 t
·

一 ( , 。 ) Zs i n 拜o t 一 ( : 。 ) Ze o s : 。 t}

{V Z} = {0 山e o s o t 一 。Sj n o t一
, 。e o s n o t 一 , 。s i n , 。t }

故〔A
.

]为。 x (饥 x ( 2. + l ) )阶矩阵
。

{, } = {{b}石{a }T {b }T⋯{a }炙 {b }奚}r ,

为 ( m x ( 2。 + 1) )维 #IJ 向量
。
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下面分别采用在加权余量法中应用最广的两种方法—完全配点法及最小二乘配点

法
—来消除余量 { J

‘

}
。

I 完全配点法
:

在时间区〔。
,

甲1内
,

选取二
: = 2 . 十 1个配点‘

, ,

少
.

在每个配点
,

令 {」
: ‘}二 {0 } (‘= l , 2 ,

⋯ , ; ) ,

{J
:

}二 「A
:

J{ , } 一 {P
: } = {O}

{」2

} = [ A Z ] { , } 一 {P Z}二 {0 }

{ d 。 : 二 [ A 。
,

1{ , } 一 {p 。 :

} = {0 }

落= 1, 2 ,

⋯二 : ,

令。簇 t : < ‘2< ⋯< ‘。 , (

故有

{ ( 7 )

其中〔A
‘]及 {尸

‘

} (￡= l , 2 ,

⋯尔
: ) 分别为 tA

‘

]
、

{p
‘

}在时刻 “计算出来的常数阵及常向

量
。

令

A . :1
,

· - 仍 · ( 2·· 1)

一
’.二0.AAr..... ........L

一一
,J..

B
lr刀‘
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L x L 阶方阵
。

{Q } 它为 L 维列向量
。

11
.夕

2~仍PP
。。。

尸r......‘...11
、、

一一

则式(7) 可写成
:

〔B ]{
,
} = {口}

{
,
}二 [ B ]

一 ’

{Q }

由此即可得方程(幻的近似解 {衅
。

I 最小二乘配点法
:

在时间区 [o
,

少 ]
,

选取。: (。2
> 2。 + z )个配点 t‘

,

(8 )

(9 )

‘二 z
, 2 ,

⋯。 : ,

o ( ‘: < t Z
< ⋯< t。 :

《

令 , = 习 { d ,
}

r
{J

‘
}/ , :

‘= 1

(10 )

把 {」
‘

} = [A
‘
] {

,
}
一
{P

‘

}代入上式
,

有

『一 {
·
}
·

(
‘

套
〔,

‘
:
·
〔, ‘

: / 哪
2

)
{
·

卜 2 {“}
·

(置
: , ‘
〕
·
{p

.

}/ ?
2

)
. 2

+ 艺 {p
‘
}

,
{p

‘
}/ , 2 (1 1 )

由泛函极值条件 J , / J {
,
} = {0}

,

有

. 泣 . 2

习 [ A
‘
]

,
〔A

‘
〕{

,
}

一 艺 fA
‘
]

r
{P ‘

}二 {0 }
‘. 1 ‘= 1

(1 2 )

. :

令〔5 1= 习 〔A
‘
〕
少
〔A

‘
]

,

它为L x L 阶对称阵 , {口} =
‘. 1

向量
。

故有

〔尽] {
,
} = {口}

{
, }二 f泞}

一 ‘

{口}

由此即得方程(2) 的近似解 {耐
。

. :

习 [A
‘

}
,
{P小 它为 L 维列

‘= 1

(1 3 )

(14 )

2 算例

例 1 (参见文献 [4 ]
,

这里从略 )
。

例 2 一空间四杆R S ,S R 机构
,

如图1
.

已知 : h。= o
.

3 5m
,

无: = o
.

2 5m
,

再2 = l
.

zm
,
再: = o

.

ss m
, a 3 。二 9 0

“ ,

S 。二夕: = o
.

7 m ; 构

件材料为铝合金
,

密度户== 2
.

7 9 6 x 1 0 3ks / m
3 ,

弹性模量君 = 7
.

0 3 1 、 1 0
‘oN / m

Z ;
剪切弹性

模量 G “ 2
.

71 2 x lo ‘。N / m
Z ; 截面均为半径为 l

.

sc m 的圆 , 摇杆输出轴带有一转动惯量为

8
.

06 5 x 1 0 “ Z

kg
·

m Z的飞轮
。

曲柄A B 以匀角速度。 = 12 0 0rP m 转动
。

采用二次等参梁单元 (参考文献【3〕)
,

在曲柄 A B
、

连杆 B C及摇杆C D上分别划分
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了 3 个
、

7 个和 5 个等参单元
,

这样整个机构系统就离散为 15 个等参单元和18 个广义座

标
。

利用文献【5 〕的模态综合技术
,

最后

可得到一 自由度为2 4的系统弹性动力学方

程
。

采用完全配点法 (广义座标谐波阶次
。二 1 0 )

,

在 IBM 4 3 4 1 机上进行求解
。

图 2 及图 3 分别为摇杆中点外侧的弯

曲应力及其横向变形在机构运转一周中的

变化曲线
。

从图中可以看出
,

摇杆中点的

最大弯曲应力及横向变形都发生在摇杆的

回转平面内
。

图 4 为源程序计算框图
。

图 2 摇杆中点外侧弯曲应力

J
:

(ra d )

勺勺分析析

图 3 摇杆中点的横向变形 图 4 空间四杆机构源程序框图

3 结束语

加权余量法是一种很有发展前途的数值方法
。

由于它不必进行多次的广义特征值及

特征向量的求解
,

也不必进行繁复的富立叶级数展开
,

因此无论在计算精度
、

计算效率

还是在程序编制上
,

都将比其它算法优越
。

本文在这方面 只作 了些初步的尝试
,

所给 出

的两种算法也远非完善
,

无疑还需要作更为细致深入的研究
。
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