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经典
f

、 g
级数的修正法
李晓明

(自动控制系 )

摘 要 文中对开普勒轨道方程中的经典了
、

g 级数进行修正
,

使其适用于考虑主要带谐

项的摄动情形
,

克服了 了
、

g 级数仅用于开普勒轨道短弧段的限制
。

公式的推导借助计算机完

成
。

使用此方法所得结果与使用数值积分方法所得结果比较
:

该方法速度快
、

精度高
、

可直

接得到连续的状态
。

该方法简洁有效
,

在航天导航和制导领域具有很大实用价值
。

关扭词 航天动力学
,

轨道
,

摄动
,

轨道预报
,

CA

分类号 v 4 1 3

在航天飞行器的轨道计算
,

特别是人造地球卫星的轨道预报时
,

可用普遍摄动和特

殊摄动两种方法
。

前者是基于对飞行器的受力环境作一些近似假设
,

并用一定的数学模

型表示
,

从而得到具有一定精度的解析解
,

其结果表达式往往很繁杂
,

不便使用
。

后者

精度高
,

可以包含所有作用力
。

随着计算机技术的发展
,

目前倾向于用特殊摄动法进行

轨道预报
。

这时只能给出离散的轨道状态
,

因而要进行高阶插值运算
,

以得到希望时刻

的状态
。

通常
,

长时间的状态外推均以大步长多步法进行
,

以减少累积误差
。

在状态外推时间不太长的情况下
,

一般可略去摄动
,

用开普勒轨道进行计算
。

这时
,

有很多状态外推的方法
。

由于开普勒方程为一超越方程
,

在以时间为变量的状态外推法

中
,

除 f
、

g 级数方法外
,

都需迭代求解
。

f
、

g 级数的缺点是收敛慢
,

高阶项的表达式较长
,

不便应用
,

且仅适于开普勒轨道
。

然而在很多场合需要考虑主要的摄动
,

从而限制了 了
、

g 级数法的使用范围
。

本文在作了合理近似的基础上
,

得到了考虑主要带谐项 J :

项的修正 f
、

g 级数
。

借助

计算机代数系统 R E D U C E
,

推导出较高阶的结果
。

推导出的公式以 FO R T R A N 程序格式输

出
,

使编程时避免了输入错误
。

为 R ED U C E 系统编制的程序可以推导出更高阶的结果
。

与

数值积分的结果进行的比较表明
,

结果是正确的
,

从而克服了经典 了
、

g 级数的不足
。

1 经典 f
、

g 级数川

对于开普勒轨道
,

已知 t。 时刻的状态 声
。 、

去
。 ,

则对于任一时刻 t ,

其位置矢量可表示

为 石
。

和 芬
。

的线性组合
,

因为 声
、

芬
。

和 去
。

总是位于同一固定平面
。

声
。

及 去
。

在线性组合中的
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系数为 t
、

声
。

和 去
。

的函数
,

可表示为

声(t) = f (声
。 ,

去
。 ,

t)声
。
+ 夕(声

。 ,

石。
, t)咨

。
(1 )

函数 了
,

g 可以通过 芬在 t~ t。按台劳公式展开求得
:

柔煞产
二
芬舒 (2 )

这里
, r , 、

_ 少引
尹 ~

’ : 二 二 毛甲, l

以
’

卜= 与
(3 )

由于不考虑摄动
,

则开普勒轨道总是位于一个 固定平面内
,

声的各阶时间导数也必位

于该平面内
,

并可写为
、户、,产J任叹口了、

‘了、

对时间求导
:

子(
, ) ~ F

.

声+ G
一

奋

声‘
, + ‘, = 户

.

声+ 尸
.

去+ 众去+ 口
:

声

、.产、,
声

八Ot了了.、了t、

但 ‘

一芳
‘

,

令
。一
奔

,

上式可写为

宁(·+ 1 ) 一 (户
。

一 : ‘
.

)子+ (尸
.

+ 泞
.

)彩

与(4) 式比较
,

可得如下公式
:

F
. + 1

= 凡 一 “口
-

口
. + ,

= 凡 一 泞
.

将
: 二 0 代入 (4 )式

,

可得 F 。
= 1

,

G 。
一 0

·

引入以下变量
:

(8 )

一 奔
,

, 一

介
(,

·

去)
,

。一

六
(一 )
一 (9 )

注意到 声
·

茹~ 斤
,

(1 0 )

(1 1 )

(1 2 )

到此
,

即可递推求出

令 , = t一 t。,

则

声- 一 : 声
,

可得

云- 一 3“尹

乡一 , 一 2 ,
2

女- 一 , (: + 2口)

凡
、

久
.

用计算机求得的直到
。 ~ 10 的结果 (见附录 1 )

。

‘(‘
。 ,

‘
。 ,
‘, 一

买沂〔
尸
·

〕
:

一。

“(‘
。 ,

去
。 , ‘, 一

鑫沂
〔。

·

〕
‘一。

(1 3 )

(1 4 )

可以看到
,

高阶导数虽然可一直求下去
,

但表达式太繁
,

一般取到 10 阶即可
。

参数
。 、

尹
、

q 的引入使 展开式的项数大为减少
。

如取 10 阶作为近似
,

当 }t一 t。 }簇 10 分钟时
,

用

了
、

g 级数计算的结果误差在米级 (对于近地轨道 )
。

显然
,

f
、
g 级数取前 10 项相当于普通的 10 阶数值积分

,

但能得到连续的状态
。

只要

知道 声
。,

去
。 ,

t。
,

则反复使用它即可不断求得以后的状态
,

精度与同阶的数值积分相当
。
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2 考虑 J Z

项的修正 六 g 级数

了
、

g 级数 实际上是建立在台劳公式展开的基础上的
。

为使导数的表达式简单
,

在求解

中用了变量置换的方法
。

下面是考虑主要带谐项 J :

时的情况
。

设 声~ 声
。

+ 肺 (1 5 )

这里
,

声
。

为不考虑 J :

部分时的位矢
,

品 为 J :

项的摄动部分
,

声为实际位矢 (忽略更高

阶摄动 )
,

则

声‘
. , = 声石

. , + (品 )“, (1 6 )

高阶导数可分为两部分
:

却
,
为开普勒轨道的解

,

可用上述的经典 了
、

g 级数求出
;

(品间 )为 J :

项引起的摄动部分的
介
阶导数

。

现在来求 (品(’) )
。

因 声= (x
, Y , z )

r , ‘声= (dX
, dy , d z )

, ,

则

}
‘d X ’
竺

, 一 JX ‘
, ’
一 5 2 ”/ r ’

1
(邵 ,

〔

{
’
一 J Y‘

尹’

厂”Z
“

’/ 尸
_

L (d z )
‘z ,

二 J z (3 , 乙 一 5 2
2

) / , ‘

(1 7 )

这里 J ~ 一 因取正则计算单位
丧 , 拼二J

s一2

设 品= (‘X
l , ‘Y , , d z l

)
r

+ (‘X
Z ,

‘Y Z , d Z Z
)

r ,

分为如下两部分
:

( (“
1
) (2 , ~ t, x / , s ,

丈 (叮
l
)
‘2 ,

= J y /
, 吞 ,

t (‘2
1
)

(2 ,
= 3J Z /

, 5

只要求出 d X , , d y , , d z , , d x Z ,

dr Z ,

一个固定平面
,

推导时将用分量形式
。

(1 ) 6 X
, ,

6 Y
, ,

6 2 :

的求法

仍采用式 (9 )的定义
,

并注意 矛一声
·

(dX
Z
)‘

2 , “ 一 SJZ
Z X / , 7

(盯
2
)‘

2 , - 一 SJ Z ZY / , 7

(拐
2
)‘

2 , 二 一 SJZ Z Z / , ,

拐
:

的各阶导数
,

即可得到 品间
。

(1 8 )

这时运动不在

dx l
)(3 , 一 (J x / , 5

)
‘

= J戈/ , 5

+

护夕,

J X

则

{典)
、r 一

,
垒 尸:

(3 )X + ‘1
(3 )戈 (19 )

若 (d x
;
)‘

· , = 尸;
(。)X + ‘,

(: )戈
,

则

(‘X
l
) (二+ ‘) = 户

;
(

,
)X + 尸,

(
二
)戈 + 公

,
(
二
)戈 + ‘,

(, )戈

如略去高阶小量
,

认为 戈- 一 。X ,

则

(“
,
)‘

t + ‘, 一 〔户
,
(
二
) 一 : G ,

(。)jX + 〔F
,
(

:
) + d (: )〕戈

依此类推
,

可得

(2 0 )

(2 1 )

F l
(
。

+ 1 ) = 户
,
(界) 一 舰e l

(
。
)

‘,
(
二

十 l) = 尸 1
(n ) 十 公

1
(刀)

(2 2 )

初值为
:

. 正则单位
:

}D U O ~ 6 3 7 8
.

1 4 5k m (距离单位 )
,

IT U 。 一 8 0 6
.

8 1 18 7 4 4sec (时间单位 )



F ,
(0 ) = G I

(0 ) = F ,
(1 ) = G l

(1 ) = 0

F ;
(2 ) = J / r s ,

G 、
(2 ) = 0

(2 3 )

由此可递推求得 F ,
(的

,

‘1
(

,
)

.

直到
,
~ 8 的结果 (见附录 2)

。

这样

(dx
,
) (. ,

= F ,
(

,
)x + ‘l

(
,
)戈

同理

(dr ,
)
‘· ,

= F ,
(

:
)Y + ‘ ,

(
。
)犷

(dZ
,
)‘” = 3 [F

,
(: )Z + G ,

(
n
)名〕

这同经典 f
、
g 级数形式一样简洁

。

(2 ) 6 X
2 ,

6 Y : ,

6 2 :

的求法

仍采用式 (9 )的定义
。

注意 艺一 。: ,

玄- 一 。z
,

则与 (1) 中类似
,

有

(2 4 一 1 )

(2 4 一 2 )

(2 4 一 3 )

}
(d凡 ,

‘“ 一 尸2
‘“, x + “2

(
“

, 戈

饭
(‘Y

‘

’“
’

一 尸, (” , y + “,
(” , y

t (JZ
Z
)
‘. ,

= F Z
(
砚
) Z + G Z

(
, ) Z

(2 5 )

或

仍用递推关系

(品
2
)( , ) = 尸2

(介)声+ ‘2
(”)彩 (2 6 )

尸:
(几 + 1 ) = 户

2
(

,
) 一

。o :
(. )

‘2
(

:
+ 1 ) = 尸2

(
n
) + d

Z
(

n
)

(2 7 )

初始条件为

G Z
(0 ) = F Z

(1 ) = G Z
(1 ) = 0

一 SJ Z Z

/
, 7

0

(2 8 )

一一一一一一
、,产、J
护

、少八U今‘9�
廿

了、了‘、几了
、

F尸G‘l!|七

ee
t、

直到
。
一 8 的结果 (见附录 3 )

。

( 3 ) 矛(
。 )

由式 ( 1 6) 的定义
,

可得考虑 J Z

摄动项的台劳展开式中的各阶导数如下
:

「
X
l 「戈」

于L
“’

一 ( F
·
于 + “

·

石, + }
y
}
尸‘( “ , + }

r
}
“‘( ” , + “,

(
”

,石+ “,
‘” ,笋 ‘“9 )

L3 zJ L3别

令 F 。
(
。
) = F : ,

G 。( 。) 一 G : ,

上式成为

声‘
· , = [尸

。
(

, ) + 尸1 ( : ) + 尸2 ( 。 )〕声

「
“
) [

“
1

+ LG
。 ( ” , + “1

(” , + “2
( “ , 」石 + }

0

】
“1
(
“

, +
}
0

.

{
“ 1
‘
“

, ‘3 0 ,

LZ别 LZZJ
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这样
,

任一时刻的位置
、

速度可表示为
:

一

象
二共产竺柳 ’

‘一、

(3 1 )
_ 矛 竺二业呈

; (. , !
J

_

创 (: 一 1 ) x
-

一
。

、少、产、J公J乙了‘、了t
、令尹宁砂

‘lwe‘性J、eeseee召t

令 F(
:
) = F 。

(” ) + F :
(界 ) + FZ

(几)

口(界) = G 。

(” ) + 口 ;
(几 ) + G Z (n )

(3 2 )

[
0
飞 r

“
1

, (” 一 尸‘” , ‘+ “(“ , 石+ 尸‘(”,
}

0

}+
“““ ,

}
0

.

}
(3 3 ,

以zJ LZ别

式 (3 1 )和 (3 3 )即构成修正 了
、

g 级数的计算公式
。

只需给出 t。时刻的状态 声
。 、

彩
。,

则

可直接求出 F。(“ )
、

F ,
(
”
)
、

F Z
(, )

、

o 。
(
”
)
、

G ;
(, )

、

G Z
(”)

,

即 声‘” }
‘一 : 。 ,

从而任一时刻的状

态只是求算两个多项式的值
。

3 修正 了
、

g 级数与直接数值积分所得结果的比较

在上面的推导中
,

近似认为 声- 一游
,

略去了高阶小量
。

为了确定这种近似带来的误

差大小
,

将用修正 了
、

g 级数和用 4 阶阿达姆斯预估
—

校正公式积分 (用 4 阶 R 一 K 方

法起步 ) 所得结果进行了比较
。

位置及速度各分量随时间的误差变化分别画于图 1 和图

2
.

标题中 st 表示步长 (正则时间 )
。

幼叨心‘01

:
,000

退

�喇众令川

~ 0
.

1

~ 0
.

2

一一‘了了
\\\\\

.

划挤
‘
拓
钱

巴翎写叫划

~ O
。

3
0 0

.

4 0
.

8 1
.

2 1
.

8 2 2
.

4 2
.

8

‘/ k
s



计算中选取的轨道初值为
:

轨道高度 H = 5 0 0k m
,

倾角 ‘= 6 50
, 。~ o

,
t一 0 时

, Y ~

z ~ 0
,

在大约半圈中进行了计算
。

尸尸

一
///

次次次
日泛
t

粼挤

八令众川喇

叭
,
.

喇忽继叫妞

止/ k
s

图 2

计算时
,

用初值求得 声眺后
,

在一定的时间间隔
,
内 (下称步长 )

,

状态值由求算多

项式给出
。

下一个步长内
,

则将 ‘。+ ,
时的结果作为初值

,

重新计算多项式系数 声帕 /
: !

。

如

此反复
。

和数值积分一样
,

步长
,
的选取直接影响结果精度

。

由于我们的 目的是确定修正 了
、

g 级数的精度
,

所以要求数值积分很准确
。

通过试算
,

选取积分步长约 0
.

5 秒
。

这样在半

圈的积分时间内
,

其累积误差为数米
,

完全可以忽略
。

结果表明
,

当 ,
由大变小时

,

此方法与数值积分迅速接近
,

误差很小
。

例如当
, 二 0.

2 时
,

在半小时内
,

最大误差仅 10 0 米左右 (图 1 ) ; 当 , 一 0
.

1 时
,

则为 40 米左右 (图

2 )
。

图 1 和图 2 中的 1
,

2 , 3 分别表示
: , 夕

, 名
的偏差

。

它表明虽作了近似 (声= 一沛 )
,

修正 f
、

g 级数从原理上讲有足够的精度
。

当用于代替插值法填补数值积分离散点之间的

空白时
,

步长可加大
。

因为对于不太长的一段
,

误差积累较小
。

4 结 论

本文提出的修正 了
、

g 级数方法
,

具有速度快
、

精度高
、

适合于并行计算
、

对轨道类

型没有限制和表达式简洁的特点
.

它对于远程导弹的制导
,

人造地球卫星的 自主导航及

变轨
,

飞船与空间站的交会对接等技术
,

均有应用价值
。

从原理上讲
,

对于高阶带谐项
,

也能得到类似结果
。

本文成文过程中得到任置教授的热情指导
,

在此表示谢意
。
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附 录 1

F (1
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) = 0
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.
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.
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.
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2一 u )

F (7
.
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.

井 p
.
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2 )

G (7
.
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.
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.
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.
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.
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我国
“

七五
”

期间自动化技术领城取得可观成果

七五期间
,

在 863 计划自动化技术领域共安排课题 16 1 个
,

其中计算机集成制造系统主题 (c IM s )1 06

个
,

智能机器人主题 55 个
.

经过 4 年的努力
,

自动化技术领域巳完成本领域的战略目标的论证
,

制订出一整套完成这一目标的

具体步骤
,

取得一批相当可观的成果
。

1 9 9 0 年年底
,

两个主题分别组织了同行专家的验收
。

智能机器人主

题已完成墓础技术课题 44 个
,

机器人自动任务规划
、

路径规划等 12 个课题达到世界先进水平
。

共有 5 个

机器人型号 目标产品
,

现已开始工程实施
。

计算机集成制造系统已完成 75 个课题
。

自动化技术领域在我

国从无到有
,

已在全国范围内组织起一支 2 000 人的老中青相结合的优秀的科技攻坚队伍
,

并且在国际上

占一席之地
,

其成果是显著的
.

清华大学等 n 个单位承担计算机集成制造系统实验工程
。

该课题解决了一些重要的关健性技术
,

为

完成 19 9 2 年的总体集成打下了基础
。

(选自《科技日报》 1 9 9 2 年 1 月 30 日)


