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可分椭圆型偏微分方程的 F A C R ( L )

算法及其并行实现

汪信锋 李晓梅 张卫 民

(电子计算机系 )

摘 要 文中就解 跳
r i c址 et 边界条件的 Po i戮旧 n

方程给出了 F A C R ( )L 算法及其并行实现

过程
,

讨论了 F A c R ( )L 算法的计算复杂性
,

给出了针对向量机 YH 一 1的算法的参数 L 的优

选公式
,

在 Y H一 1 机上得到了较为理想的
,

数值试验结果
。

关 . 词 偏徽分方程
,

线性代数方程
,

差分方程
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并行计算
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可分椭圆偏微分方程的 F A C R ( )L 算法是将快速 F ou r
ier 方法 ( F F T 算法 ) 与块循环奇

偶约化法结合起来的一种综合方法
。

该法首先对离散后的稀疏线性方程组使用 L 步块循

环奇偶约化法
,

将方程个数减少到一定数量
,

再用快速的 F ou ir er 法求解约化后的方程组
;

然后
,

通过 L 步回代过程求出其余的未知量
。

这样处理后
,

使用 F A
CR ( )L 法同直接使

用循环奇偶约化法和快速 F ou r
ier 变换法比较

,

计算复杂性有所改善
,

算法所需的存贮空

间也大为减少
。

本文主要介绍了 F A C R ( )L 算法
,

讨论了其并行实现过程
,

同时给出了该算法的时

间复杂性和 L 值优选公式
,

最后还给出了在 Y H一 1 机上的数值试验结果
。

1 简单模型的离散方程组
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对 op iss on 方程 ( 1) 在
:
一夕方向上作同等步长的 5 点差分格式离散后

,

得到一个块线
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:
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2 F
CA

R ( L )算法推导

方程组 (5 )的展开式为
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若对式 ( 9) 作一步块循环奇偶约化法 lj[
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则得二个方程组
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同理在式 ( 1 0 ) 基础上作循环奇偶的约化法
,

经过 l 步块循环奇偶约化后
,

方程组

( 1 0 ) 和 ( l 一) 分别变为
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其中

其中

对上述约化过程采用 uB ne m an 第二变式过程后得到 即
,
满足的下述关系式 lj[

:
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,
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这样
,

经过 l 步约化和 B un em an 第 2变式过程以后
,

得到一个其阶减少了 2 , 一 `
一 1阶

的块三对角方程组
。

下面使用多道正弦变换对该方程组进行求解
。

为使用多道正弦变换求解方程 ( 15)
,
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,
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将 ( 16 )式代入 ( 1 5 )式得到
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为了对方程组 ( 1 7 )作正弦变换
,

在 ( 1 7 )式两端左乘矩阵 口后得到
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,
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。
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FA cR (L )算法
:

先将具有 众 icr h let 边界条件的 po 立SS o n
方程经 5点差分格式离散后所

得方程组进行 l 步循环奇偶约化法
,

得到块三对角方程组 ( 1 5 ) 式
,
然后对方程组 ( 1 5 )

式实行多道正弦变换
,

得到方程组 ( 25 ) 式
;
再对 N一 1个线性三对角方程组 (2 5) 求解

,

得到向量解为 (西
,

几
.

: ` ,

…
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价, 一刃 , 再利用正弦逆变换求解得到 v
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利用方程组 ( 16 ) 求得部分解
: , ,

( j一 2` , 2
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2` ,

…
,

M 一 2` ) ,
最后利用方程组

( 1 3 ) 式回代求得剩余未知量
。

对满足 iD ir hc let 边界条件的 op i SS o n
方程经 5 点差分格式离散后

,

使用 FA
C K ( )L 算

法求解离散后的方程组可分为下列 5个步骤进行
:

第一步
:

由凡
,

利用块循环奇偶约化法的 B un
e
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n
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。 ,
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` , ;

第二步
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计算 玛
l) ,

并计算正弦变换 卿
, ;

第三步
:

利用循环奇偶的约化法求解线性 3对角方程组的解 护
, ;

第四步
:

计算 犷J
的正弦逆变换 V j ,

并求部分解
: , ;

第五步
:

利用块循环奇偶约化法回代求解剩余未知量
。

3
FA

C K ( L )算法的并行实现

F A
CK (L )算法的并行计算可按以下几步进行

:

( l) 利用块循环奇偶约化法的 B un
e m an 变式过程并行计算司

。
.

详细计算过程见文

仁1〕 ;

( 2 ) 利用 ( 18 ) 式并行计算 妈
` , ,
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,

2
·
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…
,
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,

并行计算 洲
,
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, ,
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,

( 3) 利用循环奇偶约化法并行求解 N一 1个 2 ,一 `
一 1阶线性三对角方程组 ( 2 5 ) 式

,

得
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, ,
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) ;
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, 的正弦逆变换 V , ,

且通过 ( 1 6) 式并行计

算
。 , ,
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…
,

对一 2 ` ;

(劫 利用块循环奇偶约化法并行求解剩余未知量
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…
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2 ` ,
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.
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` .

从以上 F A
cR ( )L 算法的全过程看

,

参数 l一 0 和 l ~ 109
2

万一 1分别对应于快速 F ou ier
r

分析方法和块循环奇偶约化法
,

因此为了有效地使用 F A
cR ( )L 算法求解 op i SS 0 n

方程
,

必须对参数 l 作出最佳选择
。

4 F A C R ( L )算法复杂性分析及 l 的优选

假定 泞 和 T 分别表示算法所需计算步数和计算时间
。

使用这两个参数
,

研究 FA cR
( L ) 算法的复杂性间题

。

根据第 3 部分提出的 FA cR ( )L 算法并行化过程以及文〔5〕
,
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由 ( 1 )
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其中
,

叶表示计算机获得最大性能的一半所需的向量长度
。

称它为半性能长度
。

、 表示计算机的最大计算速度
,

用每秒得到的浮点结果数 ( M FL O sP )
,

或等效于每

秒执行的标量操作数表示
。

称它为最大或渐近性能
。

为了寻找 l 的优选值
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N一、 一矗
2一 (二

一
)

这样
,

得到相位图如下
:
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图 1 F A cR ( L )算法的算法比较相位图

从图 1 ,

由 Y H一 1 的 叶及 ( 3 6 ) 式得到
:

当 N ( 1 6 时
,

取 z一 0为最佳
;
当 16 < N簇 2 5 6 时

,

取 l二 1为最佳 , 当 N > 2 5 6

2为最佳
。

因此
,

得到 l 的最佳选择值为
:

( 3 7 )

时
,

取

z
’

~ 仁}1叩
2 1叱

:
N 一 2 }〕 ( 3 8 )

相位图 l 提供了一个固定的分析模型
,

对任一台向量机
,

只要知道其半性能长度叶
,

就可以比较准确地作出求解 op iSS o n 问题的最佳算法选择
。

针对 Y H一 1 向量机
,

将上面算法应用于 po i SS o n
方程 矛: 一 is n o in ,

,

使用向量 F o R
-

TR
A N 语言编写了程序

,

并在 Y H一 1机上进行了数值试验
,

其结果如表 1所示
。

农 1 F A C R ( L )算法在 Y H一 1机上的执行时间
。

( “ , ”
农示对固定 N

,
l 取其相应位时

,

计算时间 . 少 )
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从表 1可知
,

在 Y H一 1 机上求解 po
~

问题的 F ou ier
r
分析方法 (对应 l一 0 )

,

块循环

约化算法 (对应 l一 l og
Z

M 一 1) 和 F
cA

R ( )L 算法的计算时间
。

表上数据与我们分析结果基本

一致
,

但也存在微小差异
。

其原因主要是计算机数据传输速率
、

程序并行度的影响
。

由

实验数据看
,

N 越大
,

F A C R ( )L 算法越好
,

而取 l一 2时最佳
。
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