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树形挠性多体系统的 Ka n e

动力学方程

— 一种面向计算机的建模方法

金 梁 He lm utF
·

Ba ue r”

(国防科技大学 )(西德国防大学 )

摘 要 本文针对具有树形结构的空间挠性多体系统
,

建立了 aK ne 动力学模型
。

挠性多

体系统由任意数 目的挠性体或刚体组成
,

假定铰链点之间具有三自由度相对转动和平动
,

选

取相对平动速度和转动角速度
,

以及模态坐标的导数为系统的广义速度
,

建立了系统的最小

维数运动方程
,

所得结果便于计算机自动生成和进行数值仿真
。

关键词 挠性多体
,

广义速度
,

K an
e 方法

,

运动方程
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近年来
,

挠性多体系统的动力学与控制问题已受到广泛重视
,

各国学者在这一领域

开展了大量的研究工作
,

并已取得了许多具有实际价值的成果
。

对于诸如带有转动或可伸

展的附件的大型卫星
、

多体结构的空间站
、

多关节机械臂等挠性多体结构系统
,

发展一

般形式的动力学模型
,

建立通用性较强的计算机软件系统
,

为系统的动力学仿真和控制

系统设计
,

提供有效的建模技术
。

本文针对具有树形结构的空间挠性多体系统
,

建立了 K an
e

动力学方程
。

首先
,

文中引

入关联因子和直接内连体标号的概念
,

描述了树形系统的拓扑结构
,

建立了挠性多体系

统的运动学关系
,

然后
,

选择各铰链点的相对平动速度和转动角速度
,

以及模态坐标的

导数为系统的广义速度
,

导出了偏速度向量的表达形式
,

并利用 K an
e

方法
,

建立了系统

的最小维数动力学方程
。

1 系统的拓扑结构描述

考虑 N B 个挠性体通过铰链互相连接成空间挠性多体系统
,

并假定其具有树形拓扑

结构
。

首先
,

按照文献 [ 8〕的直接路思想对系统分层标号
。

如图 1所示
,

、 彻歹: : :

为地心惯

性坐标系
,

而
。 。 : 心 。之。为参考坐标系

; 对于轨道上的空间飞行器
,

通常
。 。
为整个系统的质

心
,

并且
。 。

点在轨道上运动
,

系
`

。 1二 : y l : ,

固连在主体 1上
,

而各分体坐标系
。
禹脚 (2 毛
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NB )的原点取在体 ￡与其

直接内连体的铰链 点处
,

并固连在体 ￡上
,

允许铰

链 点
。 `

相对 其直接 内连

体具有 刃 ,
;

(0 镇 刃 ,
,

镇 3)

个 自由度的平动和 NR
`

(0

镇 NR
,

簇 3) 个 自由度 的转

动
。

为了方便起见
,

有时也

将 o0 和
。 ,

点看作两个虚设

的铰链点
。

设符号 砚 表示 给定

树形 拓 扑结构 的关联 因

子
,

即当体 少在体 艺的直

b od y『 ( i )
b侧」y忿

图 1 多体系统的坐标系选取

接路上时 矶一 1
,

否则 凡一 。
,

而符号 a( j) 表示体 j 的直接内连体标号
,

也可将 a( 力看作

标号 7 的一种特定的函数
,

并且约定 :s(
0) 一 O

,

此一 1
.

显然
,

对于一个给定的多体系统
,

常

常可容易地将关联因子 凡 和直接内连体标号 a( 力用表格形式列出
,

这给计算机处理带来

了许多方便
。

2 挠性多体系统的运动学

如图 1所示 a ,

为铰链点
。 ,

相对于 oa 。 )

点的位置向量
,

通常
a 。 是在体 j 的直接内连体

坐标系角标为 a(
, )

上测量的
,

而 丙是在惯性坐标系
。
娜对声

:

中测量的
,

不妨用 l (
·

)表示矢

量 (
·

)在坐标系 仇、 yl z :

上的投影表达式
,

则不难给出第 落个铰链点
。 、

和第
乞

体上质量单元

dm
:

相对 仇 和
。 。

点的位置向量为
:

一 习
“乡A忿`

J ,“ ”

夕= 0

一 乍
,

+ 掇么
,

` , ,
,

~
`R

:

+ , :`
: , ` r :

一 艺 S乡A` ( , ) a J

( ` a )

` r 奢=
` r ,

一
`r 。

= 刃 改鑫夕万(
` , A二(

* ) a *

k= 1

( l b )

=
` r
全+ A {C

: ,

`
:

( P
, ,

t ) = 户
,

十 u
`

( 户
: ,

t )

凡氏嵘

式中
, `R

:

和
`R 二

.

分别为
。 :

和 dm
:

相对于 o *

点的位置 向量
, ` r 和“ 分别为

。 、

和 d巩

( l e )

相对
。 。

的位置向量
, `
衬和 l疏

:

分别为
。 ;

和 d、 相对 久 点的位置向量
,

`
吞

为 dm
,

相对 。 点的位置向

量
,

p
:

为体 乞未变形时
,

dm
,

相对
。 :

点的位置向量
, 。 为 d叨

、

处的弹性位移
,

而 以 表示坐

标系 。 入势: :

到坐标系 ol xl yl : ,

的变换矩阵
。

设质量元 dm
:

处的弹性位移 。 `
( p

、 ,

t) 可用截断的模态坐标和振型矩阵表示为

u
。

( 户
: ,

t ) = 币
;

(户
:

)刀
:

( t ) =

的截断模态坐标的维数
。

刃 币
: ,

( P
:

) 刀
: ,

( t ) ( 2 )

式中
,

N M
`

为对应于体 ￡

利用相对运动关系
,

可以给出铰链点
。 ,

的角速度和角加速度分别为

耐 一 艺 S杏A }。
,

( 3 )



N B

喻户~ 习凡川 (。 ,

+ 夕讨 x 、 )

嗽 N 召 N B

名研川
。 J

+ 艺艺矶砚
A“ (低 “ 川。 J ) ( 4 )

J ` 0 J = 0 介~ 0

式中
,

呜 为在
。 , x , y , “ ,

坐标系的角速度
,

系上测量的体 J 相对其直接内连体的角速度
,

而 。 。

为 o 。
点相对惯性

) 表示矢量相对测量坐标系的变化率
。

。

.(

另一方面
,

铰链点 ￡处的速度与加速度分别可表示为
刀 B

`
左一 习

S oA`( , 。 ( d
,

+
“ ( , , 。 , (

, ) X a ,

)

J = 0

N B N B

一习
S :凡 ( , )

d
,

+ 习
S` ( A盆。 ) 又

` r
季 ( 5 )

少魏 0 h留 0

N B

`二
、

一习
S 、A“( , 。 [“

J

+
“ ` , ,

耐
( , , 又 a ,

+ 2
“ ` , ,端 ( , ) X d ,

少= 0

+
。 ` , ,。梦

( , , x (
。 ` , ,
心 ( , , x a ,

) 〕

二习 S ; A二(
, )`

,

+ 习: 、 ( , ;。
。
) x ` r ,

J= O 儿= 0

N B N B

、、产、 1
尹

八01ù了2.
、了气

+ 名习
s 、泞会「, ; (。

, x , : 。 、
)〕又

` r。

+ 习习风 ( , 乡。
,

) x 〔, ;。
。 x : ;

:̀ , ` r
:〕

+ 2习
。 : ( , ;。

。
) 又

`* ,

h二 O

万 B

式中
`* , ~

` ,
,

一
`* 、
一 习

S : S : (
` , A台

(` ) “ 。

b侧 j y `

ht e r e fe r e n C e

获 U n d e t f o t m de s at et

r含和
r
盔

.

的示意图 图 3 弹性位移叭

则容易将质量元 的速度与加速度表示为

Ò

图

md
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`
左气 =

`
豆

.

+A:“ 一 `
左

.

+A: (看
.

+
’ 。护 X“ ) (8)

` R气 =
` R

.

+A:“

=
`及`

+通汇“ +
·。产 x石

.

+2
`。产 x亡

`
+

`

耐 又 (
`

耐 x“ )〕

式中
刃材 , 刀 M .

君一
。 `

一 名叭
,

。
. , ,

万一 认一 习咖
,
,

、 ,

脚谧 1 产 = 1

( 9 )

( 1 0 )

3 偏速度向量的确定

设广义速度集合 夕
, ,

夕
: , …

,

如
8

表示了整个挠性多体系统的自由度
,

则我们可将悦
` ,

胶气
, `

耐 和 议表示为
:

!

左
. `

一 习
`V ;

·

。,
+

`V ,
: , !

左一 习
` v ;。

,

+
’ V ,

( 1 1 )

!。 , 一 习
`。 ;。,

+
`。 ;

, “ `
一 习V务。

,

( 1 2 )

式中
,

向量
亡

碑
` , `

碑
, `

哄 和 v 乡均为广义坐标的函数
。

不妨将 ( 1 1) 式代入 (8 )式中
,

比较两端的结果
,

得
`V罗

·

=
`v 弘+

`

琳 X ( A I“ ) + A :V ;
·

`V梦
·

=
`V 二+

`。 ; X ( A I“ )

( 1 3 )

( 1 4 )

若进一步将铰链点 j 的相对角速度 呐 和相对平动速度 d ,
表示为

。 ,
一 习勿 X `乳 ( 15 )

式中
,

勿为铰链 J 绕坐标系
。声角

: ,

的第 二 个转轴的角速度
,

片为坐标系
。
内约

: ,

的第 , 个

转轴的单位向量
,
d ; 为铰链 j 相对坐标系

。 。

()) 寿 ( , )势 ( , )岛 ( , )
的第

。
轴的平动速度

,

埃 ( , )

为坐标

系
。 · ( , ) x · ( , 〕 ;

· ( , ) “ · ( , 〕的第
:

轴的单位向量
。

若记 石一 阳志
,

…
,

时、
,

斑
,

…

d 一 〔d吉
,

…
,
d肠

,

川
,

…

咋 = 〔力
:

,
, ,

…
,

冲
1

,
、 , 。 ,

…

并选取系统的广义速度为

,

d空
R l ,

…
,

公为
, ,

…
,

d;知
a

〕
T

,
d犷气

,

…
,
d天

。 ,

…
,
d劣知

,

〕
,

场
,

.

, ,

…
,

峥
, B

,
* ,

j
,

咬= [咬
; ,

咬
: ,

…

式中
,

Ns 一习 (NR
`

+ NT
`
) + 习NM

,
.

,

咬
, 。

〕
T
= [澎

,
d T ,

咋
r

〕
T

依上述定义
,

可求出 ( 1 1) 一 ( 1 2) 式中的偏速度 向量如下
,

(1 ) 如果 ,簇习NR
` ,

则可取标号



…
0

,
尹镇 N R

。

1 + m a x { ,
:
( , 一 名 N R

:

) > 0 2
,
, > N ;

。

( 1 6 )

一

}
,

’

齿
N “ 。

t夕一 乙 N R
: ,

( 1 7 )

p > N R
o

这时
,

偏速度向量可求得为
:

`V 弘= S导( A ; l犷) X `r 犷
,

琳 一 凡戒玲
,

v 务一 0 ( 1 8 )

( 2 ) 如果习NR
.

< ,簇习 (刃五
.

+ 刃 ,
:

)
,

则可取标号

习、 R
:

< , ( N T。 + 习 N R
、

m a x { ,
:
( , 一 习 N T

:

一 名 N R
:

) > o }

( 1 9 )

尹 > N几 十 觉
、 : `

+

l̀|之l

|
、

一一

t忿 0 、 = O

, 一 习 、 。
: ,

习N R
,

< , 成 N T
。
+ 习 N R

.

( 2 0 )

, 一 (习 N少
.

+ 艺 N R
:

)
,

, > 习 N R
;

+ N: 。

了|J||人 1||l

一一m

这时
,

偏速度向量对应于铰链点的相对平动速度
,

可求得为
`V 头一 S毒A二(

, ) g罗
, `。共= 0

,

V乡一 0 ( 2 1 )

( 3 ) 如果习 (NR
.

+ 二
.

) < ,簇Ns
,

则可取

。 二 m a x { ,
:

〔 , 一 (艺 N M
.

+

m 一 , 一 [名 N M
.

+ 习 ( , :
.

名 ( N R
.

+ N T
.

) )〕 > 0 }

+ N叭 )〕

( 2 2 )

( 2 3 )

而偏速度向量为

V弘= 0
, `。 乡= 0

,
v ;

`

一

{熟
’

玩
“ ( 2` ,

4 挠性多体系统的运动方程

对于系统中体
乞

上的质量单元 d。 ` ,

d f

式中
,

d了为作用在质量元 dm `

上的力
,

不难利用牛顿定律写出它的运动方程为

`R o
d饥

:

= 0 ( 2 5 )

而对树形结构
,

有

睿(
`
V罗

`

( d f 一
` R。 :

d执
、

) = 0
,

尹一 1
,

2
,

…
,

N S ( 2 6 a )

睿(
,

卿
`

df 一 习 V罗二
’ R 。

碑m
:

= 0 , 尹 = 1
,

2
,

…
,

N 万 ( 2 6 b )

月ll
J B



上述方程可进一步表示为 NS 个方程
`
f

,
+

`
f 厂 = D

,
尹 = 1

,

2
,

…
,

N S ( 2 7 )

式 中
, `
f

,

和了厂分别为广义主动力和广义惯性力在 olx lyl
z `

系上的投影
。

若将 ( 1 3) 式代入

( 26 b) 式的第一项中
,

有

ftP 一

馨犷
v二 df -

习 (
`

M
: · `

呜 +
` F

: · `V熟+ A ; {
V :

` ·

d f , ` 2 8 ,

式中
, `

M
:

和 ,
:

分别为作用在体 乞上
,

而相对于铰链点 ￡的力矩和作用在体 i 上的有功力
,

最后一项包括了内部弹性力的贡献
,

其可求得为

!
, 镇 习 (、 R

:

+ N T
:

)

( 2 9 )

一 武
.
,
(气

二场 十 N
。 。
叭 )

, , > 习 ( N尺 十 N :
,

)

rlr |日N侈
广|L工J

:

A

式中
,

下标 q
,

K
。

m 由 ( 2 2 )和 ( 2 3 )式确定
,

而 d
: .

,

为 K r o n e e k e r
并且

一 [凡
1

K qZ … K .q N气了
,

N
。

函数
,

N
, 2 … N

。 、 。 ,

〕
T

( 3 0 )

分别为体 g 的弹性刚度矩阵和弹性阻尼矩阵
。

同理
,

第 尹个广义惯性力可求得为

一 、 一

睿方
v二 、 脚

一

尝(
〔
`V “ + `

琳 又 “ :`
;

, 十 ·

〔
` R

:

+ A:石
`

〕己m
:

一习「,
:

(
`
R

`

+ ` :

)
· ` V ; + (

`

甘
,

+ 。
,

( A ;“ ) X
`
R

:

)
· `

畴

,

+
Z二

: ·

可
v :

:

己m
!

+ A : (
!。

手
;

:

只 V务“爪
:

,

·

V务d风
ùU

户

l
` B t

.

U
.

I
J刀

+ Z A {(
’

耐
·

X V务dm
:

) + A {

一 遴 : (
! 。舒

·

丛
· `。户)〕 ( 3 1 )

式中
,

m
:

为体 乞的质量
,

l
,

为体 i 在变形状态下的质心相对坐标系 认二 iyz
:

的位置向量
, `

H
,

为体 乞相对于铰链点 艺的角动量在 oxl lyl
: ,

系中的投影
,

而 ( 3 1) 式中的各未知量将分别计算

如下
。

首先
,

体 ￡的瞬时质心位置 向量 l
、

及其相对惯性空间的加速度 l `

为

`: 一

盒丁
p

!

己m
告

+

念丁
,
: `爪

。。`

z
,

= ,l’
:

+
:

耐 x z
。

+ 2
: 。尹 x 之

:

+
: 。户 x (

: 。户 x z
:

)
( 3 2 )

1 f
.

.
_

丫 1 「
.

`
:

= 蔽 } 必
: ` m

:

”
: , ` !

= 蔽 J p
! d m

`” `



而角动量
I

H
:

的微分为
/

。
:

一

可
`

!

x`
:

`m
!

一

可
` x: `

!

+
!

心 只 `
吝

+ 2
:

“ X“
:

+
: 。 “ 火 (

乞

衅 X“ ,〕`饥
!

一 , ;`,一耐 +
:

耐 x l
:洛

耐 + 习仁
h粼”

. ,

+ ( h乳
· ’ “ 护) 。

: ,

+ Zh乳
· ’ 。尹。

: ,

+ (
。。尹火 无孔) 一。尹。

: ,

] + 习 [ h九
。 ,

! ,
,
各*

+ 无乳
* 。。 ,

(
! 。尹。

:*

+ 2
·
。尹劝

、 :

) 一
`

石尹,耘。: ,。 , : :

。户〕}

表示向量 (
·

) 的反对称矩阵表示
,

并且
,

有

( 3 3 )

式中符号

户
; ·

八 ) E 一 户
:

户子」dm
:

尸卫L

产

!
J刀

户
:

价
: ,
d仍

! ,

硫 一 硫 + h犷

( 3 4 )

产

!
J B

一一

( ,
; ·

。
: ,

) : 一 、 :

、 〕“ m
: , ” ;

。
一

{叔
·

,
一“明

:

à
.
匕

月

lee
月é召

一一

: (。
: , ·

。
。*

) : 一 。
。·

。: :己?
: ,

人;
七

一

!
。` ;

、 己m
·产

I
J刀

一一

--乙̀

.1印3毕5毕

了三
,

左人
J

九

了

…
eewewel
se21|…
L

而广义力表达式 ( 3 1) 中的矩阵必的表达式为
入 衬

丛 一

物
·

甲一 可厂〕、
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若将上述挠性多体 系统 的动力学建模方法与文献 [ 9 ]
、

[ 1叼
、

[ 13」中所采用的 aL
-

gr an ge 和 N e w t on 一 E ul er 方法相比较
,

可以知道
:

本文所发展的方法具有物理意义清楚
,

推

导过程简单
,

结果方程紧凑的特点
。

刃泞个运动方程 ( 27 )
,

为一组最小维数的运动方程
,

便

于利用计算机 自动生成和进行数值仿真
,

可作为建立挠性多体动力学计算机软件系统的

一种十分有效的模型
。

利用文 中的方法
,

可进一步研究当考虑挠性体具有旋转弹性变形时

的树形多体系统的动力学方程
。

本文是作者在西德国防大学作博士后研究期间完成
,

得到西德洪堡基金会 ( A le xa dn er

v o n H u m b
o
l d t S t i f t u n s )的资助

,

在此表示感谢
。
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