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摘 要 本文证明了二部图存在(g
,

f) 匹配和 了因子的充要条件以及有关的几个结果
,

并

且给出了求二部图的最大(g
,

f) 匹配
、

最小(夕
,

j) 匹配和最小权最大 了匹配
、

最小权 (g
,

f) 匹配
、

最大权(g ,

f) 匹配的算法
。
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1 定 义

(1) 设
l夕一 (V

,

E) 是无向图
,

f
、

g 是 V 上的两个非负整值函数
。

如果 E 的一个子集 M

使得对一切
。任 V

,

有 g (
v
)镇 d、 (

。
)镇f (

。
)

,

其中 d , (
:夕
)表示 M 中与

?

关联的边数
,

则称 万

为 G 的 (g
,

f) 匹配 [lj
。

特别地
,

把 (0
,

f) 匹配简称为 f 匹配
。

(2 ) 设 对 为 G 的 (g
,

f )匹配
, ,夕
任 V

,

若 d、 (
。
)= f (

。
)

,

则称 M 上饱和顶点
。 ;
若 d , (

。
)

~ g (v )
,

则称 M 下饱和顶点 。

(3) 设 M 为 G 的 f 匹配
,

若 d、 (
。
)一 f (

。
)

,

则称 M 饱和顶点
。

.

若 M 饱和 G 的每一

个顶点
,

则 称M 为 G 的 f 因子
。

我们主要是讨论二部图的 (g
,

f) 匹配
、

f 匹配和 了因子
。

使用的概念和记号除特别声

明外
,

均见「2〕
.

2 最大和最小(g
,

f) 匹配

设 ‘= 。:X
,

Y ; E )是二部图
,

X = {
。l ,

⋯
, u 二

}
,

Y = {
。 , ,

⋯
, 。。

}
.

f
、
夕是 X U Y 上的

两个非负整值函数
。

易知
,

G 中不一定存在 (g
,

f) 匹配
。

如果存在 (g
,

f) 匹配
,

自然就有最

大 (即边数最多的) (g
,

f) 匹配和最小 (即边数最少的 ) (g
,

f) 匹配问题
。

为了求解 G 的最

大和最小 (g
,

f) 匹配
,

我们构造一个网络 D 一 (V
,

U) 如下
:

增加两个新顶点
。

和 ‘
,

对一切
。.

任 x
, : ,

任Y
,

分别连弧 (
s , 。 :

)和 (。
, ,

t )
,

定义弧 (
s , 。;

)的下
、

上容量分别为 夕(
。‘

)和 f(
u ‘
)

,

弧 (
。 , ,

t )的下
、

上容量分别为 夕(
。,

)和 f (
。 夕

) ; 并且把 G 中的边
。: : ,

改为弧 (
u : , 。,

)
,

定义弧

(
u ‘ , 。,

)的下
一
、

上容量分别为 0 和 1. 注意到
,

如果 G 中存在 (g
,

f) 匹配 M
,

定义弧流量
:

F (。
, “ ,

) = d , (
。‘

)
,

F (v , ,
t) 一 d , (沙

,

)
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“
”‘ ,

”j’一

{;:
“ . 砂,

任 M ;

。: 。,

在M
,

则 F 是 D 的可行流
; 反之

,

若 D 有可行流
,

则必有最大流 F(
‘,和最小流 F( 2) ,

根据最大流

和最小流的整数性 [卜
3〕

,
F “ , 的弧流量 尸“ ,

(。
. , v ,

)等于 0 或者 1
,
无= l

,

2
,

令

万“ , = {
。 . v ,

}尸
“ , (

。: , 。,
) 一 1 }

,
k = l

,

2

则 M “ ’和 M ‘2 ,
分别是 G 中的最大 (g

,

f) 匹配和最小 (g
,

j) 匹配
。

于是有以下两个结论
:

(1) 二部图 ‘ 存在 (g
,

了)匹配当且仅当网络 D 有可行流
;

(2) 求二部图 G 的最大 (g
,

f) 匹配和最小(g
,

f) 匹配分别等价于求网络 刀 中的最大流

和最小流
。

为了叙述方便
,

我们给出几个记号
。

对于网络 D 一 (V
,

U)
,

设 S二 V
,

西一 V 切
,

定义

(s
,

西) = {(
。 , : ) 任 刀 }u 任 S , v 任 及}

若
。
任 s

,
t任否

,

则称(S
,

动为 D 的截集
。

(S
,

及)的下容量是指(S
,

动中所有弧的下容量之和
,

记为
。
(s

,

反) ; (s
,

万)的上容量是指 (S
,

否)中所有弧的上容量之和
,

记为 b(S
,

动
.

对于二部

图 G 一 (x
,
y ; E )

,

设 A里x
,

B二y
,

用
。

(A
,

B) 表示 G 中同时关联 A 和 B 中顶点的边数
。

定理 1 若二部图 G 一 (x
,

卜 E) 存在 (g
,

f) 匹配
,

则 G 的最大 (g
,

f) 匹配的边数为

看一 习了(的 +

考一 习f( v) +

卿
n

盛生 入

刀至= y

或者
,

钾in
搜卜孟
万沁J

{艺, (
, ,

) +
。
(A

,
Y\B ) 一 习, (

。
) }

{习r (u ) + e (X \A
,

B ) 一 习r(v ) }

G 的最小(g
,

f) 匹配的边数为

或者
,

。一 习
。(

。
) +

。 一 习
。(

v
) +

1lla X

性胜书
刀三 y

rn a X

通挂 孟

日性. Y

(艺
, (。) 一

{习
。(

u
) 一

艺
。(

。
) 一

e
(X 切

,

。) }

名
。(

。
) 一 e (A

,

Y\。) }

证明 对二部图 G 按上述方法构造网络 D
,

由前所述可知
,

G 中最大 (g
,

f) 匹配的边

数 者等于 D 中最大流的流量
; G 中最小 (g

,

f) 匹配的边数 刀等于 D 中最小流的流量
。

因为对 刀 中任何截集 (S
,

及)都有 S = A U B U {
s

}
,

A g X
,

B二Y
,

所以

乙(S
,

西) = b(S
,

x 切) + 乙(盛
,

Y功) + (B
,
t)

一 习 r (
u
) + e (,

,

: \B ) + 习了(
。
)

. 〔火\月

。
(s

,

反) =
。
(x 功

,

B ) = 0

乙(万
,
夕) = 乙(x 切

,

B ) = 。(X切
,

刀)

。
(S

,

及) = 。 (S
,

x 切) +
。
(A

,

Y功 ) +
a
(刀

,
t )

一 艺
。(

u
) + 习

, (
。
)

“〔 x \A
。〔 B

根据最大流最小截集定理 〔, 一3〕
,

考

有

= m in {乙(s
,

反) 一
a
(反

,
S )}

刀 = 一 m sn {乙(及
,
尽) 一

a
(s

,

万)}

化简上面两式得
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rn ln

性胜雀
吞马 y

姆芥
通挂子
B S

. I

{习r(。) + e (A
, Y切 ) 一 习了(

u ) }

{习
, (

。
) 一 艺

。(
。
) 一 e(X切

,

。) }

同样
,

对 D 中任何截集 (s
,

西)均有 召一 (x 切 ) U (y功 ) U {
s

}
,
通二 x

,

刀二y
,

于是
,

按

上述同样方法可得到定理 1 中的另外两个等式
。

(证毕 )

定理 2 设二部图 心一 (X
, y ;

E) 存在 (g
,

j) 匹配
。

G 存在上饱和 X 的每个顶点的(g
,

f)

匹配的充要条件是对任何 A二X
,

B二Y
,

有

G 存在上饱和 Y A二X
,

B二Y
,

有

G 存在下饱和 X A二X
,

B二Y
,

有

G 存在下饱和 Y

习f(
。
)成 名f(

。
) + 。

(A
,
Y功 )

的每个顶点的(g
,

f) 匹配的充要条件是对任何

名r(。) 镇 习了(
。
) +

。
(二\A

,

。)

的每个顶点的 (g
,

f) 匹配的充要条件是对任何

习。(
v
) 镇 习

, (
。
) + e (x 切

,

。)

的每个顶点的(g
,

f) 匹配的充要条件是对任何

习
。(

。
) 镇 习

。(: ) + e (,
,

Y切)

A二X , B二Y
,

有

证明 设二部图 G 存在 (g
,

f) 匹配
,

则 G 存在上饱和 X 的每个顶点的(g
,

f) 匹配
,

当且

仅当 G 中最大 (,
,

f) 匹配的边数 考一 习f (的
.

由定理 1
,

这等价于

呵
n

{艺r(
”
) + e (A

,

Y\B ) 一 兄了(
。
)卜 。

上式又等价于

习r(。) ( 习r(
。
) + e (A

,

Y\B )
,

对一切 A 二 X
,

B 二 Y

. 〔 A p 〔B

这就证明了定理 2 的第一部分
。

定理 2 的其余部分同理可证
。

由定理 2 即得
:

定理 3 设 G ~ (x
,

Y ;
E) 是二部图

,

f 是 X U Y 上的非负整值函数
。

G

个顶点的 了匹配当且仅当

(证毕 )

存在饱和 x 的每

习f(
。
) 镇 习f(

。
) + 。

(A
,

玖B)
,

对一切 A 二 X
,

B 二 Y

G 存在饱和 Y 的每个顶点的 f 匹配当且仅当

习f(
。
) 镇 习j(

。
) +

。
(X切

,

B)
,

对一切 A g X
,
B g Y

(1 )

(2 )

、,、
,声00月任了吸、‘‘

、

定理 4 设 G 一 (x
,

Y ;
E) 是二部图

,

f是 X U Y 上的非负整值函数
。

仅当下面两式同时成立

名r (
。
) 一 习, (

v
)

G 存在 f 因子当且

证明

习了(
。) 簇 习了(

v
) +

e
(,

,

: \B )
,

对一切 , g x
,

。 g :

由定理 3 知
,

只要证明 (1 )
、

(2) 两式同时成立当且仅当 (3)
、

(4) 两式同时成
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立
。

又因为 (l) 式与 (4 )式相同
,

故 只要证 明 (1 )
、

(2 )两式成立
,

则 (3 )式成立
; (3 )

(4.) 两式成立
,

则 (2) 式成立
。

设 (l )
、

(2 )两式成立
,

特别地取 A 一 X
,

B ~ Y
,

则有

习 , (
。
) 镇 习了(

。
)

,

习r (
v
) 簇 艺r (

。
)

即知 (3 )式成立
。

设 (3 )
、

(4 )两式成立
,

对任何 A g X
,

B二Y
,

记 A ,
一 X切

,

B ,
一Y协

,

则由(4 )式知
:

习r (
u
) 廷 艺r(

。
) +

。
(, , ,

: \。
1
)

. 〔 B I

即

由(3 )式知
,

习f(
。
) 一 习f(

。
) 成 习f(

。
) 一 习f(

。
) +

。
(X功

,

B)

习r (。) 一 艺f (
v
)

,

故

艺了(
。
) 簇 习了(

。
) + e (X 切

,

B )

即 (2 )式成立
。

(证毕 )

下面我们来研究二部图存在 (g
,

f) 匹配的充要条件
。

设 G 一 (x
,
Y ;

E) 是二部图
,

f
、

g 是 X U Y 上的两个非负整值函数
,

且对任何
。
任 X U Y

,

有 g (
。
)簇f(

。
)

.

根据 G 按前面的方法构造网络 D
,

再在 D 中增加一条弧 (t
, 、

)
,

定义弧 (t
,

、
)的下容量为 。

,

上容量为+ co
,

得到一个新 网络 力
.

这样 D 中有可行流当且仅当 力中有

可行循环流
。

于是
,

G 存在 (g
,

f) 匹配当且仅当 力有可行循环流
。

根据可行循环流存在性

定理川知
,

力~ (v
,

必存在可行循环流当且仅当对任何 S二 V
,

有

乙(泞
,

否) )
a
(万

,
s ) (5 )

定理 5 设 召一 (x
,
Y ;

E) 是二部图
,

g
、

f 是 X U Y 上两个非负整值函数
,

且对一切
。
任

x U Y
,

有 抓
。
)簇f(

。
). G 中存在 (g

,

f) 匹配当且仅当对 A g X
,

B里Y
,

下面两式同时成立
:

、产、、卫户�卜Ut了Z、
龟zf、

艺
。( 。 ) 蕊 名了(

。
) + e ( A

,

Y\B )

艺
; (

v
) 镇 艺f (

。
) +

e
( X \A

,

B )

证明 由前面所述
,

只要证明 ( 6)
、

( 7) 两式同时成立的充要条件是 (5 )式成立
。

设 ( 6 )
、

( 7) 两式成立
,

对任何 S g V 一 X U Y U {
。 ,

t }
,

我们分四种情况讨论
。

l ) S = A U B U {
s
}

,

A二 X
,

b ( S
, S ) =

B C二Y
.

艺 了(
。
) + e

( A
,

y\。) + 习f (
v
)

a
( S

, S )

赵 任 X \月

一 O

显然
,

b ( S
,

万) )
。
(西

,

s )
.

2 ) S = A U B U {t }
,

A二X
,

B二Y
.

乙( s
,

及) = + co
, 。

(万
,
习 ) = 习

。(
。
)

则 b ( S
,

反) )
。
(万

, s )
.

3 ) S = A U B
,

A g X
,

b ( S
, S ) =

B二Y

e
( A

, Y\B ) + 习了(
v
)

, a
(万

, S ) 一 云
。(

u
)



由(6 )式知
,

b (S
,

及)妻
a

捆
,

S )
.

4 ) S
二

= A U B U {
s ,

t}
,

A g X
,

B g Y

b (S
,

西) 一
e
(A

,

Y\B ) + 艺了(
。
)

, a
(否

,
S ) 一

“C X \月

令 A ,
= X \A

,

B ,
一 Y\B

,

由(7 )式知
:

习。(
:
) 簇 e (X \A

、 ,

。1
) + 乙r(

u
)

习
。(

。
)

r 任Y切

“〔 A -

即

亦即

。(
。
) 簇 e (,

,

Y\B ) + 习 r(
u
)

“〔 X 切

吞(泞
,

万)妻
。
(万

,

s )
.

由于 习 只能表示成上述四种情形之一
,

因此
,

若 (6 )
、

(7 )两式成立
,

则 (5) 式成立
。

反之
,

若 (5 )成立
,

对一切 A二X
,

刀二Y
,

记 S ,
= A U B

,
5 2
一 (x 切 ) U (Y功 ) U 丈

s ,
t}

,

则由(5) 式有

乙(5
1 ,

瓦 ) ) 。(瓦
,

s ,
) (8 )

石(5
2 ,

西
2
) 妻

a
(西

2 ,

‘ 2
) (9 )

通过计算 乙(月
, ,

瓦)
, a

(西
, ,

5 1
)和 乙(5

2 ,

刃
2
)

, a
(反

2 ,

泞2
)

,

不难知道
,

(8 )式等价于 (6 )式
,

(9 )式等价于 (7 )式
,

即 (6 )
、

(7 )两式同时成立
。

(证毕)

现在我们讨论求二部图的最大 f 匹配以及最大 (g
,

f) 匹配和最小 (g
,

f) 匹配的算法
。

对二部图 G 一 (X
,

Y ;
E)

,

按前面的方法构造网络 D ,

求 G 的最大 f 匹配相当于求 D 的

最大流
,

而求网络的最大流有许多方法
,

见文献 [ 2〕
。

求 G 的最大 (g
,

f) 匹配和最小 (g
,

力

匹配相当于求 D 的最大流和最小流
,

由文献〔3〕知
,

求 D 的最大流和最小流可利用修改的

F o rd
一

F u lk e r so n
算法

。

3 最小权和最大权 (g
,

f) 匹配

设 G 二
:

(X
,

Y ;
E) 是二部图

,

了
、
g 是 X U Y 上的两个非负整值函数

。

我们在 G 的每条边

划
,

上赋一个非负权 二
: , , 。、

任X
, v ,
任Y. 设 M 是 G 的一个 (。

,

f) 匹配
,

M 的权定义为 习
w

‘,
.

: 即少〔“

G 中权最小的 (g
,

f) 匹配和权最大的 (g
,

f) 匹配分别称为 ‘ 的最小权 (g
,

f) 匹配和最大权

(g
,

f) 匹配
。

G 中权最小的最大 f 匹配称为 G 的最小权最大 f 匹配
。

对于二部图 G 一 (X
,

Y ; E )
,

按照前一节的方法构造网络 力
,

定义弧 (‘
, 。

)上流量的单位

费用为 0
.

对一切
。,

任X
, 。,

任y
,

定义弧 (s
, u .

)和弧 (
。, ,

O 上流量的单位费用为 0
,

弧 (
。 : ,

v J)上流量的单位费用为 劝
: 。,

得到一个带费用的网络 D I
.

这样
,

求 G 中最小权 (g
,

f) 匹配

和最大权 (夕
,

f) 匹配就转化成求 D ,

的最小费用循环流和最大费用循环流
。

可以使用
“ o ut

of kil te r ”

方法和修改的
“ o ut of ki lte

r ”

方法求 D 、

的最小费用循环流和最大费用循环流
,

见

文献 [ 2 ~ 3」
.

同样
,

根据二部图 G 按前一节的方法构造网络 D
,

并且
,

对任何
u :

任X
, 。 J

任Y
,

定义

弧 (s
, 。 .

)和弧 (
。, ,

t) 上流量的单位费用为 o ,

弧 (。
, , v J )上流量的单位费用为 , 。

.

于是
,

求 G

的最小权最大 f 匹配等价于求 D 上的最小费用最大流
,

而求最小费用最大流的方法见

〔2〕
.
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4 应 用

二部图的 (g
,

f) 匹配有很多应用
,

下面我们略举两例
。

例 l 招生录取问题
。

设有 。 个考生报考
。

个专业
,

考生的集合记为 x
,

招生专业的

集合记为 Y
,

二任 E 当且仅当考生
叹

报考专业
。 ,

于是得到一个二部图 G I
一 (X

,
Y ;

E)
.

用

了(v )表示专业
。

的招生人数
; 令 f (。)二 1

,

对一切 。任 X
,

则录取方案与二部 G 的 f 匹配一

一对应
。

若考生
从

的第 l个志愿是报考专业
。 ,

并且考生
双

的成绩为
c ,

则定义 G ,

中边 二 的权

为 , +

告
,

贝」G l

的最刁
、

权最大 , 匹配就是一个对考生
“

最优
, ,

的录取方案
。

例 2 毕业分配问题
。

有 , 个学校的毕业生要分配到
二

个单位
,

其中第 坛个学校有
C :

名毕业生
;
第 夕个接收单位最多需要 b ,

毕业生
,

至少需要 码 名毕业生
。

记学校的集合 x

一 {
。 , ,

⋯
, 。 。

}
,

接收单位的集合 Y一 {
。 , ,

⋯
, 。 :

}
,

并且
,

若学校
。‘

中有 k 名毕业生志愿去单

位
v , ,

则 E 中有 k 条边联接
。 、

与 巧
.

这样就得到了一个多重的二部图 G Z
一 (x

,

Y ;
E)

.

定义

x U Y 上的非负整值函数 f
、

g :

}
c 。 , ” =

“: , , 、

}0
, ”

=
”. ,

、。少 , 刃
=

U 少 ; \a J 一U
=

刃J
·

于是
,

毕业分配方案与 G :

中的 (g
,

f) 匹配是一对一的
。

我们在 o :

的边上按如下方法赋权
:

若学校
。‘的某个毕业生的第 l志愿是去单位

。, ,

且该毕业生的德
、

智
、

体综合评分为
, ,

则 G :

中
。.

与
。j 之间的某一条边上的权为

这样
,

G :

中的一个最大权 (g
,

f) 匹配就是一个
“

满意
”

的毕业分配方案
。

立
。, ,

并
,
+ 华

.
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