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保凸插值样条曲线的一种构造方法

方 逢
(系统工程与应用数学系 )

摘 要 本文提出了一种描述保凸三次参数插值曲线的新算法
。

算法构造局部
、

计算简

单有效
,

算法对开曲线和闭曲线都适合
,

最后给出了几个曲线构造的例子
。

关锐词 计算几何
,

微分几何
,

参数插值样条曲线
,

B绝Z i er 曲线
,

曲率

分类号 0 2 8 6
.

2 4

已知平面上的一有序点列 {p
`

}扛
。 ,

依次用直线段连接相邻两点组成一多边形
,

当多边

形是凸的时
,

我们寻找插值每一点 尸`
i( 一 0

,

1
,

2
,

…
, , )的一条光滑曲线

,

且曲线与多边形

的凸性保持一致
。

这就称为保凸插值曲线
。

如果将点列的始点 尸。
和终点 尸

:

也连接起来
,

则多边形为闭的
,

这时的插值曲线为闭曲线
。

构造保凸插值曲线的一个简单而又直观的例子是
,

当点列仅有二个或三个时
,

可用

一段圆弧将它们连接起来
,

但是对一般的点列是不大可能找到一条
“

完整
”

的插值将所

有这些点连接起来的
。

于是就用一些曲线段拼接
,

使这些曲线段在连接点 (一般属插值

点 ) 处保证一定的连续阶
,

且曲线与点列有相同的凸性
。

这样的插值曲线称为保凸插值

样条曲线
。

在保凸插值样条曲线的构造上 已有不少方法
,

文献 [ 1~ 2 ]中讨论 了这类保形插值
,

所

用方法都需解方程组确定插值曲线的形状
。

文献「3 ]中用一般三次参数曲线研究了这类插

值
,

通过解方程组选择参数可以求得 (护一连续的 ) 保凸插值曲线
。

文献 [ 4 ]中巧妙地构

造了保凸分段三次 珑iez
r
插值曲线

。

上面这些方法的共同特点是都以三次参数曲线段作

基础
,

但构造缺乏局部性
,

不利于局部修改
,

且讨论的插值曲线仅对开曲线有效
。

一般

来说构造一条 (少一连续的 ) 闭曲线要困难得多
。

本文在每两型值点 只
,

只 + ,
i( 一 0

,

1
,

…
,

。 一 1 ) 之间用两段三次 砚 iz er 曲线连接
,

简单
、

直观地构造了一条 (少一连续的 ) 保凸插

值样条曲线
,

所用方法对开曲线和闭曲线都是适合的
,

构造的曲线有足够的自由参数供

调整
、

修改曲线的形状
,

且曲线有局部性
。

所有这些优点对曲线的交互式设计是十分方

便
、

有效的
。
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1 拼 保凸插值样条曲线的构造

已知平面上一有序点列 尸
:

(乞一 0
,

1
,

2
,

…
, 。

)
,

用直线段依次连接相邻两点构成一开

(或闭 ) 的控制多边形 < 尸。 ,
尸 1 ,

…
,

p
。

>
。

本文只讨论该多边形是凸的情形 (如图 1 )
。

我们

目的是找到一条 少 连续的开 (闭 ) 插值样条曲线
,

记
,

p
。 + l

= p 。

左
:

= 瓦二试 * = 1
,

2 , … n , n
+ 1

口 。
=

已几+ l

记曲线在 尸
.

处的切向矢量为

且使曲线与多边形 凸性保持一致
。

劳
:

= (疚
:

+ 舀
: + 土

) / 2

T
, + l
一 T

O
= 0

,

1
,

2 , …
, n

( 1 )

关于切向量的选取还可用 〔5 ]中介绍的几种方

法
。

在图 1 中
,

设过 尸`

且以 劳
`

为切向矢量的直

线为 l
:

( i = 0
,

一
,

2
,

…
, 。 , 。

+ 一)
,

则由 子
,

的选取知

尸 , ,

…
,
尸

。

> 相交
,

且相邻两直线 ll, 人
+ ,

(葱~ 0
,

1
,

…

尸
。

> 的外侧
,

记为 A
、 ,

解方程易得

P。

图 l

l
`

( ￡一 0
,

1
,

…
, 。

+ l) 不会与多边形 < p 。 ,

, 。
)必相交

,

交点在凸多边形 < 尸。 ,
尸 , ,

…
,

_
.

瓜
+ 、 x 武

+ 1

}二

A
:

一 I’ :

十 一傲一二 , 铭- , 份 J
’

: ; 乞
一 U , 1 ,

…
, n

} J .

入 1 `+ 11
( 2 )

下面我们用三次现 iz er 曲线段来构造保凸插值样条 曲线
。

我们希望在 尸一 , ,

p
`

两点之

间构造两段三次蹄 ier 曲线
,

这两段曲线分别为第 2、一 1 和 i2 段
,

且分别记为 芬
2`一 ,

(t )和

芬
2.

( t ) (
:
= l

,

2
,

…
, 。 , , + 1 )

,

而它们的 B o z ie r 点分别设为 。 2卜 1
,

, , 。2。
,

, , :
一 z

,

2
,

…
, ,

+ 1
,

夕= o
,

1
,

2
,

3
.

接下来我们定义 砚
z i e r
点

,

如图 2 令

}
` :

一入尸卜
1

州
`一 “ !

’ `
!

一

{
” :

一 “
`
p

!

+ ( `一“ !

’ `一

t心
:

= ( C
.

十 D
:

) / 2

( 3 )

则 B已z ie r 点为

{:
一

,

{〕升:二::;幸:二:
一

{:
,

:l;{
二: ; ;黑

( 4 )

( 5 )

且 b Z一 1
,
3
= b

Z : , 。
=

x `
6 2 。一 1

,
2
+ ( 1一

x `

)乙
2: .

1 艺= l
,

2
,

…
, ,

+ 1

这里 0 < 久
: ,

群
: , x ,

22一 , ,
22:

< 1
,
久

,
户

。

可任意选取
, x : ,

12: 一 土 ,
12:

待定
。

由上面的 砚
z ie r 点

,

我们得到所有的 2 (
n

+ l )段 砚 z i e : 曲线
。

( 6 )



{
, 2 ,一 , ( t ) = 习

B 3 , ,

(` )“ ,卜 ’ ,
,

; 夕 = 1
,

2
,

…
, 介
十 l ( 7 )

俨 2:

( t ) = 习 B
3

,
,

(` )“
2。

,少

J二 0

式中 召3
,

,

( z ) = e 通t ,

( 1一 t )
3一 , ,

0簇 t镇 1

由 脱
z沁 r 点的选取知

,

每段 现 iz er 曲线对

应的控制多三边形都是凸的
,

而且所有这些

2 ( , + 1) 个控制三边形相连组成一个 6 ( , + l)

边形
,

显然这个 6 (
:

+ 1) 边形也是凸多边形
。

因

此我们不难知道 声( t ) 是一条 lC 连续的闭凸曲

线
。

图 2

根据 B忱 ie r 曲线的端点切向量性质及 ( 2) ~ ( 5) 式易得
:

芬
2`

( 1 ) 一 3 石二万苏;丈

= 3 ( l 一 22、

) (尸
:

一 刀
`

) = 一 s ( 1 一 22 .

)
献

礼
.

( 1 ) = 6临; ;
.

丽燕 一 瓦不六)

一 6 (粤; 、
:

( 1 ) 一 ` 2:

获
)

O

一 6 (粤;、
.

( 1 ) + , 2;

嗽
)

O

= 1
,

2
,

…
, n

+ 1

燕或试

( 8 )

同理

{
礼卜

,
( 0 ) = 3 ( 1 一 2 2: _ ,

)

礼
: _ 1

( o ) = 6 ( 22卜 J 石该一告
`笼

:

一 ( 0” 艺= 1
,

2
,

…
n

+ 1

因曲线 声(t )在 尸
:

( ￡一 1
,

2
,

…
, 。

+ 1) 处 少 连续的充要条件 s[] 是

声笼
、

( 1 )
,

x 矛妥
:

( 1 ) 芬笼
: + ,

( 0 ) 只 声妥
.+ 土

( 0 )

l芬笼
.

( z ) 1
3

= l声冬
: + ,

( o ) {
3

这里 礼
, + 3

( : [ ) = 芬
` 。

( 1 )
,

芬签
: + 3

( 1 ) = 声
。 ( 1 )

将 (8 )
,

(9 )式代入上式得
:

(一
献

x

葱
) 22:

(万无;成 x
而;丈) 12. + 1

(
_

[ 一 2
2.

)
,

}丽 !
3
一 ( 1 一 22: + 1

)
2

1瓦瓦戈1
3

艺= l
,

2
,

…
, n

+ 1

艺= 1
,

2
,

…
, :

+ l

( 9 )

( 10 )

式
`

扣
,

12, + 3
= l 。

,

C
, + 2
一 C

。 ,

Q
。 + :

= Q
o

.

因 D
` 、

p
: 、

已 + 1

三点共线
,

由图 2 知万戒 x

而与可试 x 西i奋二反向
,

故式 ( 1 0) 等价于

22:

l瓦成 又 燕疏 } 22, + ,

l可试 x 万溉或 l

( ] 一 12:

)
2

} D
:

只 }
“

( 1 一 2
2. + l

)
2

P
,

C
`+ 1

艺= 1
,

2
,

…
, n

+ l ( 1 1 )

在式 (] 1) 中
,

左右两边的待定系数是相互独立的
,

因此只要任意选取一边即可
,

这

里我们选取
,

0 < 1
2:

< 1 ( i = 1
,

2
,

…
, n

+ 1 )
,

则由式 ( 1 1 )可求得 12: + ,
( ￡= 1

,

2
,

…
, n

+ l )
,

且有

0 < 2
2: + ,

< 1
.

现证明 0 < 2
2,+ l

< 1
.

事实上
,

令
:

`
:

{献
x

菊 }

}兹 1
3
( 1 一 2

2:

)
2

~ 钊
一呻一 - 月卜

一
~ 户 翻卜

P
:

C
`+ 1 X P

`
Q

`+ l

P
:

C
: +



则式 ( 1 1 )简化为

W
、

-
12: + 1

( l 一 2
2, + l

)
2

Z
.

Z 二二二 l
,

2
,

…
, n

+ 1

从而得到

12: + 1
= 1 一

z
= 1

,

2
,

…
, , + 1 ( 1 2 )

显然 0 < 12` + ,

< 1
·

接着我们选择合适的 0 < 二 < 1( ￡-

(证毕 )

1
,

2
,

…
, :

+ 1 )使曲线声( t )在连接点乙2一 1
,
3
伪

2 . , 。
) i = l

,

2
,

…
, 。

+ 1 处也是 少 连续的
。

同理有 砚 iz er 曲线的端点切向量性质得

礼卜
,
( 1 ) = s硫不瓦芯 = 3 ( l 一

: `

) (。
2卜 ,

一 。 2: 一 ,
,

2
)

3
, 、 , _

、
二二

~

少

= 二二
.

又1 一
x ,

) 又Z 一 t Z: 一 l乙2`一 1 ) C
:

刀
:

乙
( 13 )

声
` : :

( 0 ) =
3

万
x :

气z 一 ` ,: ` , : 一 ` )
献 ( 1 4 )

, ;卜
1
( 1

卜
` 2

(音
` 2卜 1

( l ) 一 石石兀不爪 }= 4声
` 2卜 ,

(一) 一 1 2 2
2卜 ,

万离欢 ( 25 )

礼
:

( o ) = 12 2
2.

袱
一 4芬` 2.

( o ) : = 1
,

2
,

…

由矛(t )在连接点 如
一 ,

,
3
(b

2`
, 。

)处 少 连续的充要条件

芬` : 卜 ,
( 1 ) X 子妥一

1
( 1 ) 声` : .

( 0 ) X 声妥
.

( 0 )

, n
+ 1 ( 16 )

声
, :卜 ,

( 1 ) }
“ 声` : :

( 0 ) 1
3

i = 1
,

2
,

…
, 。

+ 1

将式 ( 1 3 )一 ( 16 )代入上式得
22卜 l

( 1 一
: .

) ( 2 一 12

一
2

2: 一 1
) 瓦不欢 x 瓦式 12`x .

( 2 一 22

一
12卜 1

) 万;成 x 甭;式

化简得

` 一 l

万三欢 x

献
`

:

碱
x

袱
( 1 一

: `

)
,

l献 1
3
一 : 矛l献 j

3 i = l
,

2
, 心二 , n + 1

由图 2 知户不藏 x 万放与万戒 x 瓦式同向
,

故上式等价于

` 一 ,

}可二苍 x 瓦成 I

( 1 一
x `

)
2

_ 。
:

}献
x

袱 }
x
矛

( 1 7 )

令

则由式 ( 1 7 )解得
: :

为

W
:

-
}碱

x

袱 l

l瓦二藏 x

孩 l

1

侧哥零}
;

z
= 1

,

2 …
, n

+ 1 ( 1 8 )

才̀
.

泞.口
.

刀
..

尹廿

J

l
一一

X

则点

从上式易知 0 < 燕 < 1
.

到此我们得到了 际
一 , ,

求得所有的撇 ier 点 酝
一 1

,
, ,

8 2

2
2、 , x `

( : = 1
,

2
,

…
, n

+ 1 )
,

将 12`一 , ,

1
2、 , x `

b
2 . ,

, ,
艺= 1

,

2
,

…
, n

+ 1
,

] = 0
,

1
,

2

代入式 ( 3 ) ~ ( 6 )
,

3
.

将这些 B e z i e r



代入 ( 7 )式就得到了所有的琉
i e r
曲线段 声: 一 ,

( t )
,

声
2`

( t ) ( i = 一
,

2
,

…
, , + z )

.

这些曲线段构

成一条分段的闭的少 连续保凸插值三次 E亡z i er 曲线
。

对于开曲线的构造
,

我们无需扩充型值点 凡
+ 1
一尸

。 ,

只要直接应用上面的方法则可得

2:

段三次 砚 iz er 曲线
。

下面简单归纳一下曲线 芬(t )的计算步骤

( l ) P 。

冷 P
n十 l

( 5 ) F o r i :
一 1 t o n

+ 1 d o

F o r i : :

= 1 t o n d o C a l e u l a t e
1

2; + , f r o m ( 1 2 )

P ,
一 P卜 一

冷应
, 10

= 12 n + 3

F o r i : = 0 t o n d o F o r i :
一 1 t o n

+ 1 d
o

( P
,+ ,
一 P卜 ,

) / 2冷子
, e a l e u l a t e x i

f r o m ( 1 5 )

节
n + 1

=> j匕
。 ,

直
n + ;

冷直
。

( 6 ) F o r i :
二 I t。 n + 1 d o

( 2 ) F o r i : = 0 t o n d o C a l e u l a t e
eB

z i e r P o in st f r o m ( 4 )
、

( 5 )
、

( 6 )

C a le u l a te A i f r o m ( 2 ) ( 7 ) F o r i
:
一 1 t o n + 1 d o

( 3 ) F
o r i : = 1

,
t o n

+ 1 d o C a l e u l a t e

珑
z i e r e u r v e s f r o m ( 7 )

C h 0 0 se fr e e p a r a m e et r s o < 入, , 。 , ,
12 ,

< l ( 8 ) 若曲线满意则绘制图形
,

否则修改参数

( 4 ) F
o r i : = 1 t o n + 1 d o o < 入, ,

件。 ,

1
2、

< 1
,

i = 1
,

2
,

…
, n + 1

,

C a l c u l a t e c
; ,

D , ,

Q
,

f r o m ( 3 ) 再转 ( 3 )
,

直到设计出满意曲线为止
。

2
.

几种保凸插值样条曲线的比较

本文用分段三次 悦
; 。 曲线作基础构造 C

,

连续的保凸插值样条曲线
,

方法类似于双

圆弧样条插值困
。

但三次 砚 iz er 曲线段可以灵活的 少 对接
,

而双圆弧段只能 lC 拼接
。

本

文方法与 [ 1~ 月比较有如下优点
。

( 1) 广泛性 方法对开曲线和闭曲线都同样适合
,

且开 曲线算法是闭曲线算法的特

殊情况
,

而 [ 3 ~ 们中算法仅适用于开曲线
。

文献 [ 1 ~ 幻中开曲线与闭曲线算法相差较大
。

(2 ) 简明性 方法可简明
、

直观地构造曲线
,

几何意义明显
,

曲线设有足够的自由

参数以供调节曲线
,

文献 [ 1~ 3」中都要解二阶以上的非线性方程组
。

( 3) 局部性 整条 曲线是具有局部构造性
,

可以局部修改而不影响整条 曲线
。

当改

变型值点 p ;

时
,

仅仅影响它邻近的四段曲线 奋
:卜 ,

( t )
,

资
2:

( t )
,

资
2、+ ,

( t )
,

资2*+ 2
( t )

,

同样改变

调 节参数 凡 只影响 资
二一 ,

( t )
,

资
二

( t )
,

f
Z, + ,

( t )三段 曲线
,

改变 片 影响 资
: 盛( t )

,

资
2, + ,

( t )
,

资
2 ,+ :

(t )
一

三段 曲线
,

文献 [ 3 ~ 4〕中算法不具有局部修改性
。

因为曲线设计中局部修改十分重要
,

所以一种好的曲线设计算法必须具有曲线构造局部性
。

3 数值例子

例 1 设有圆心在原点
,

半径为 10 0 的圆
,

在圆上取四点
。

即

P 。
( 10 0 , 0 )

,

P l
= ( 0

,

1 0 0 )
,

P Z
(一 10 0 , 0 )

,

P 3
= ( 0

,

一 1 0 0 )

用本文方法构造的分段三次 及
之交护 保凸插值曲线能很好地逼近圆周曲线

,

如图 3
、

4
.

图

3 是圆周曲线
,

图 4 是逼近 曲线
。

图 4 中参数选择为

久;
= 林,

= 1 / 2 ( i = 0 , l
,

2
,

3 )
,

入2卜 1
= 1 / 2 ( i = 1

,

2
,

3
,

4 )

8 3



图 3 原曲线图 图 4

例 2 已知平面上一有序点列 谧P
,
-

插值曲线图 图 5 插值样条曲线

( x , ,
y ;

) }
一 。
如下表

:

11111 000 lll 222 333 444 555 666 777

XXX iii 20 000 1 0 000 000 一 10 000 20 000 一 10 000 000 1 0 000

yyy 全全 000 1 3 555 1 5 000 1 4000 000 一 13 555 15 000 1 4 000

选取参数如下
: 入

l

= 林` = 一/ 2 ( i = 0
,

l
,

…
,

7 )
,
12卜 ,

= 一/ 2 ( i = 1
,

2
,

…
,

8 )
,

在 敌
n 一 3 8 6 上很快

可得到一条闭的 C
,

连续的插值样条 曲线如图 5
.
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