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由新比旧好元件组成的指数寿命
系统的特性研究

屈 田兴
(应用数学与系统工程系 )

摘 要 文中研究了由独立的新比旧好元件组成的指数寿命系统
,

证明了
:

(i) 对单调系

统
,

它本质上是由指数寿命的元件串联而成 ; (的对系统的寿命是元件寿命的情形
,

除了一个

元件是指数的外
,

其余元件的寿命分布均在零处退化
。

关键词 单调系统
,

寿命分布
,

新比旧好元件
,

可靠度函数
,

指数寿命

分类号 0 2 1 5
.

2

在可靠性统计理论中
,

指数寿命分布不仅在各种寿命分布类中占有特殊地位
,

而且

在工程上应用广泛
。

文中把 Bl oc k 和 Sav its 在文 [ 2 ] 中关于由独立的平均失效率不减的元

件组成的指数寿命系统的有关结论推广到了由独立的新比旧好元件组成的指数寿命系

统
。

主要结果是定理 1 和定理 7
,

并给出了它们的应用
。

文中采用的概念与记号均沿用文

献〔1〕
.

l 主要结果及其证明

定理 1 设 F 是由
儿

个独立的新 比旧好元件组成的单调系统的寿命分布
,

而这
。

个元

件的寿命分布分别为 F 、
(t )

,
F Z

(t )
,

⋯
,

几 (t )
.

若 F 是指数的
,

则存在 1镇 i :

< 葱2< ⋯ < 儿簇
; ,

使

户(‘) 一 n 万
: ,

(‘)
,

‘) 0

且诸 凡
J

均是指数的
。

为证明定理 l, 先介绍几个引理
。

引理 1 设 h( P) 是由
、

个独立元件组成的单调系统的可靠度函数
,

而 只 是第 ‘个元

件工作的概率
,

则

(i ) 对每个 ‘有

h(P ) = P
.
h(1

‘ ,

P ) 十 (l 一 P ‘
)h (队

,

P ) (1 )

(￡
:
) 对 0镇P ‘

成 1
,

0镇P ,

簇 1
,

有
h (P

·

P ,
) 杯 h (P )h(P

尸
) (2 )
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(￡11)对 a 任 (0
,

1 ]
,

有

h
a

(P ) 镇 h(P
a

) (3 )

引理 1 (￡)(‘
:
)的证明见文 [ 1]第二章

,

(111)的证 明见文 [ 1〕第四章
。

引理 2 设 h(p )是 由
,
个独立元件组成的单调系统的可靠度函数

,

则

(艺) 对 a 任 (0
,

1 ]
,

有
h

a

(P ) 蕊 卿h
“

(1
‘ ,

P ) 十 (1 一 脚)h
a

(O
‘,

P ) (4 )

(动 若存在
a 任 (o

,

1〕
,

使 (4) 式等号成立
,

则下述三个条件中必至少有一个成立

(
a
) p

:

= 0 或 p
‘

一 1 ;

(b ) h (1
: ,

P )一 h(O
: ,

P )

(
e
) h (O

‘ ,

P ) ~ 0

证明见 [ 2〕引理 (2
.

2)
.

此外
,

由新比旧好寿命分布的定义易知
。

引理 3 设寿命分布 F 是新比旧好的
,

则对任意自然数
忍

有

, 告(‘) 、 万(
专

)
,
‘) 0

定理 1 的证明
:

设该系统的可靠度函数为 h
,

又设 取 t) 一 e 一” ,
t) O

,
久为某正常数

,

则
e 一 ”

= 无(了
,
(t )

,

户
2
(t )

,

⋯
,

万
,

(t )) = 在(户(t ))
,
t 妻 0

式中
,

户(t )表示向量 少
,
(t )

,

户
2
(t )

,

⋯
,

瓦(t )
.

类似于文「2〕中定理 (2
.

1) 的证明可知
,

存在

‘
,

使得对一切 t> 0 成立

0 < 歹
。

(t) < 1

下面对系统的元件数
刀

用归纳法来证明定理的结论
。

当
。一 1 时

,

结论显然成立假设

结论对任何元件数小于
滩
的单调系统成立

,

则对元件数为
砚

的单调系统
,

由(l) 式知
e 一 “‘

= 万
.

(t )无(l
: ,

户(t) ) + (1 一 户
.

(t))无(0
. ,

户(t ))

这里取 i便对一切 t> o 有 。< 万
‘
(t )< 1

.

由于诸元件独立且是新比旧好的
,

所以对一切 自

然数 , 有
, (‘(
素

))、 * (户告(‘) )

二P万(t )无(1
, ,

户万(t) )+ (l一户万(t))人(o
: ,

户二 (‘))

) 户万(r)无二 (l
: ,

户(t) )+ (1一万万(t))无二 (仪
,

户(t ))

) 无石 (户(t ) )

(引理 3 )

(由(3 ) )

(由(4 ))

然而
,

, (‘(

景
))

一
盖一 (一)告一 , 告(户(‘) )

所以
, 。一 *

·

告一补(, )、六(1
, ,

户(‘) )+ (1 一对(‘))。告(队
,

户(‘))

由上式及引理 2 (乞‘)
,

并注意 乞的取法可知
,

或 无(l
: ,

P (t) )一几(o
, ,

户(t))
,

或 无(仪
,

户(t))

一 0
.

令
夕 = in f {t

: 无(0
. ,

户(t)) = 0 }

则要么 y一 0
,

要么 夕~ co
.

e 一 属‘ =

否则 由 。< : < co
,

得

无(o
: ,

户(t)) 一 无(1
。 ,

户(t))
,

户
:

(t)无(1
: ,

户(t ))
,

O < t < 夕

t ) y
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取自然数 二 及 t0 > , 使斋
< : ,

贝。

一鲁一
。(l

‘ ,

, (

斋
))) * (l

‘ ,

; ‘(‘
。
))

) h去(1
. ,

户(‘
。
))) 万户(

‘。) ,斋(1
: ,

户(‘
。
))一

。

一鲁

从而 万
:

(t
。
)

二二 l
,

与 ‘取法矛盾
。

若 夕= ()
,

则 e 一 习一歹
‘

(t)h(1
. ,

P (t))
,

t) 0
.

但对于
。 ,

t) 0
,

由
e 一 ‘(·+ ‘, 一 歹

‘
(。 + t)无(1

‘ ,

P (
s

+ t) 镇 万
‘

(s )万
‘

(t)无(1
: ,

户(s )P (t))

簇 歹
,

(
s
)万

:

(‘)几(1
, ,

户(
、
))无(1

‘ ,

户(t)) 一 。一” · 。一 ”

得
:
歹
‘
(。+ t)= 万

,

(。)万
.

(t)
, s ,

t) 0
·

所以非退化分布 F ‘

必为指数的
。

设 万
‘
(t )一‘甲

,

其中 入为某正数
,

于是

歹(t) 一 e 一衬 二 e 一 久“无(1
‘ ,

索(t)) (5 )

若 : 一
(

。
,

则 h(1
. ,

P(t))= h (O
‘,

P(t))
,

从而
e 一劫 一 无( 1

: ,

P (t)) (6 )

由式 (5 )(6) 知
,

总有 h(l
. ,

户(t )) 是指数的
,

而它又是由
: 一 1 个独立的新 比旧好元件

组成的单调系统的可靠度函数
。

因而由归纳法假设得证
。

定理 1 表明
,

由独立的新比旧好元件组成的具有指数寿命的单调系统
,

无论其结构

多么复杂
,

但实质上等同于一个结构简单的由指数元件组成的串联系统
,

而这些指数元

件就是组成原系统的部分元件
。

若能用适当的方法选择出这些元件
,

就可简化原系统
。

引理 4

证明

设寿命分布 F 是新比旧好的
,

则对任意自然数
。
及非负不减函数 g 有

{
。(· )己F (·) 、 {

丁
; ‘(二 , ‘F (· , ,

·

注意到对 t》 0 和特征函数 孙
,

二 ) ,

由引理 3 得

{
z 〔‘

,

一 (·)‘尸(
·
) 、 {

丁X己
,

co ) (
。x

)dF (: ) }
“

从而类似于文献〔3」引理 2
.

1 得引理结论
。

引理 5 若新比旧好分布 F 既非指数的
,

又不在零处退化
,

则必存在 自然数
。

> 1 和

〔0
,

co )的子区间〔
a ,

b )
,

使

“ (‘) < 万

(专)
,
‘。 「

·
’

,

的

证明 由条件知
,

存在 s0 ) 。
,

t0 > 。使

万(
s 。

+ ‘。) < 歹(
s 。

)万(t
。
)

由分布的右连续性知
,

必存在
。) o

,

使得对一切
s
任「

s 。 , s 。
+

。
)

,
t任〔t

。 ,
t。+ e )有

万(s 十 t ) < 万(
s
)万(t)

取自然数
,n ,

ml 满足

(7 )

/ m
」

/
.

占0 溉
之 一丁

,
‘0 气

、 万0 月一 七

,几
,

。
. ,

厂s 。 s 。+ 。)八 厂t。 t。+ 。)、
J 、

、、 , 、 , 。。
、

。、、
二 , , , 、

一 二

州 L丽
’

一干 )” L丽
’ -石厂 )”非笙‘刚”井匕

!明 兀‘”La
, ,

叼
,

丁 ,

[ ,
a ‘ ,

, 乙‘ ) 仁 [
s 。 , s 。 +

。
)



令
, ,
一叨十ml

,

则对

万(
n z) 二

以 t 代
n t

,

并令
a
一

n a ,

「。
‘ a ‘ ,

叨‘乙‘ ) 二 t。
,
‘。 +

。
)

t任 [
a , ,

石‘ )
,

由(7 )式

万(饥t + 。 , t) < 万(m t )万(。
‘ t) 镇 万

二
(t)万

。 ‘
(t) 二 万

·

(t )

,
b =

n b , ,

由上式知

“ (‘, < ‘

(令{
,
‘任 仁一“,

定理 2 设
儿

个新比旧好元件寿命分布的卷积是指数的
,

则其中除了一个元件的寿

命分布为指数的外
,

其余元件的寿命分布均在零处退化
。

证明 只要考虑
。
一 2 的情形

。

设两元件的寿命 X 与 Y 分别服从新比旧好 分布 F 与

G
,

且 P( X + Y > O 一 e 一” ,
t> 0

,

久为某正数
.

由于 O<
。一 赵

< 1
,

所以 。< 万(t )< 1
,

对一切 亡> O 或 0 < 西(O < 1
,

对一切 t> 0
.

不妨 o

< 取 t) < l
,

t> 0
.

今若 X 既非指数的
,

又不在零处退化
,

由引理 5 知
,

存在 自然数
; 。

及

[ 0
,

oo )的子区间 [
a ,

b )使

‘希(‘, < ‘

{谕)
,

‘任 〔一“,
(8 )

又 易知 G 在 [ 0
,

co )的任一子区间上不为常数
。

因而当 t 充分大时有
e 一

、书
歹

{会一!
dG (x)

>

丁了
‘命(‘

一
。·)己。(

·
)

、 { {二
, (艺

一
)汉。(

·
)
}壳

(由(8 ) )

(引理 4 )

_ 丸 .

二

出现矛盾
,

故 x 或为指数的或在零处退化
。

若 x 是指数的
,

则 O< 几t) < 1
,

t> 0
.

重复

上述论证知
,

Y 或为指数的或在零处退化
。

但 0 < 取 t) < 1
,

t> 0
,

因而 Y 必为指数的
,

但

此与 x + Y 是指数相矛盾
,

故 X 在零处退化
。

2 应 用

例 1 由于新 比旧好寿命分布类包含平均失效率不减的寿命分布类
。

所以 Bl oc k 和

Sa rit s 在文献 [幻中的主要结果是定理 1 与定理 7 的特款
。

例 2 应用定理 1
,

不难将 & a r y 和 Mar sh all 在文 [ 5〕中指出的关于多元指数分布 (记

为 Mv E 分布 ) 的一个特征推广为
。

定理 3 若 x l ,

x Z ,

⋯
,

X
*

是独立的新 比旧好的随机变量
, , , , ; 2 ,

⋯
, T ,

是由 k 个

元件组成的单调系统的寿命函数
,

若

T
,

=
下:

(X
。 ,

X Z ,

⋯
, X 。

)
, z

= 1
,

2
,

⋯
, 见

服从指数分布
,

则沙
, ,

少2 ,

⋯
,

,
,

)服从 Mv E 分布
。

证明 由假设和定理 1 知
,

对每个 ‘ 必存在 1镇叭< ‘< ⋯ < 气镇 k
,

使

少
。

= m in X
:

l成 J( 无
:
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且诸 凡
,

是独立指数的
。

若某 X
。

在 xl
l

⋯
,

弋
k ,

中下标的所有不同形式为

将 X
。

的下标改记为 J 一 {艺
,

夕
,

乙之s 乞几 ,

X 12 , ’ · ‘ ,

X I, ] ; X Z ; ,

X Z: , ’

二 ,

X Z‘2 ;
’

二 ; X
· , ,

X
·2 ,

。 。 . ,
饥”

⋯
,
机}

,

即记 X
、

为 X 了 ,

令

Y 了
= m in {X

J

}

并记上述 J 的全体为 J
.

则易知

少
:

= m in {乙
: i 任 J

,
J 任 J }

,
i 一 1

,

2
,

⋯
, ,

且 (T
, ,

T : ,

例 3

⋯
,

T
。

)服从 M v E 分布
。

由定理 1 或定理 3 及指数最小的多元分布 (M u ltiv a r ia te d istr ib u tio n w ith e x p o -

n e n tia l m in irn u m s ,

见文献 [ 4〕) 的定义可得
:

推论 1 在定理 3 条件下
,

(, , ,

,
, ,

⋯
,

孔 )服从指数最小的多元分布
。

参 考 文 献

Ba
r lo w R E a n d 几仍比 F

.

S ta tjs tlca l T h eor y Of R e liabj llty a n d U fe T es 口n g
.

H OJ t R jn eh a r t an d W jn s ton
, N ew Y o r玩

19 7 5

Bloc
l‘ H W a n d Sa v its T H

.

S y st e
m w it h E x P o n e n t ia l L ife a n d IF R A C o m P o n e n t L iv e s

.

A n n
.

S ta t is t , 19 79
, 7

(4)
:

9 1 1一 9 16

�月�气IJ,19�
尸.L厂L

〔3〕 B一oc }; H w a n d sa v its T H
.

T h e I E R A c lo s u re Pr o ble m
.

A n n
.

P r o b , 19 76 , 4 ( 6 )
: 1 0 3 0一 1 0 3 2

〔4 〕 E s a r y J D a n d M a rs h a一立A W
.

M u lt主v a r ia te D 主s之r之b u t主on s w 主之h E x p o n o tja一M 加之m u m s A n n
.

s ta t js t , 1 97 4 , 2 ( z )
:

8 4一 9 8

[5 〕 E sa r、

7 ( 2 )

J D a n d M a rs h a ll A W
.

M u lt iv a r ia te D is tr ib u tio n s w i th l n e re a s i n名H a z a rd R a te A v e r a罗
.

A n n
.

P ro b , 1 97 9

35 9 一 3 7 0

S y s te m s w i th E x Po n e n tia l L ife F o rm e d fro m N B U C o m Po n e n ts

Q u T ia n x in g

(D e Pa rtm e n t o f A PPlie d M a th e m a t i e s a n d Sy s t e m E n g i n e e r i n g )

A bs t r a c t

S y s t e m s w ith e x Po n e n t i a l li fe f o r m e d fr o m in d e pe n d e n t N BU e o m Po n e n ts a r e s tu d i e d
.

I t 15

sh ( )w n th a t ( i ) f o r m o n o t o n ie sy s t e m s a r e e 骆e n e i a lly e o n st itu t e d b y a se r ie s o f e x Po n e n t ia l e o m
-

Po n e n ts a n d ( 11 ) f o r th o se sy s t e m s w h o se li v e s a r e the su m o f e o m Po n e n ts li v e s , a ll bu t o n e o f th e

e o xn Po n e n ts a re d e g e n e r a t e a t z e r o w h ile th e re m a i n i n g o n e 15 e x Po n e n t i a l
.

K e y w o rd s m o n o t o n ie sy st e m
,

li fe d is tr ib u t io n , n e w b e tte r th a n u se d e o m Po n e n t , r e li a b ili ty

fu n e t i o n , e x Po n e n tia l life

8 9


