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带模糊约束的非平衡运输问题
`

李 登 峰
(系统工程与应用数学系 )

摘 要 本文首次提出了两类带模糊约束的非平衡运输问题
,

并建立了相

应的数学模型
。

此外
,

研究了它们的表上求解法
。

最后
,

给出了一个具体实例
。

关链词 非平衡运输
,

模糊约束
,

隶属函数

分类号 0 2 5 9

1 问题的提出

在国防后勤保障工作中
,

常常涉及到军品运输
,

例如
:

武器
、

弹药和军用物资的运

输等等
。

由于军品数 目的繁多和数量的庞大
,

往往仅凭几个决策者的工作经验很难制订

出最优运输方案
。

因此
,

必须做到决策的科学化和 自动化
。

运输问题的一般提法是
:

设有 , 个产地 A
` ,

其产量是
a :

(
:
一 1

,

2
,

…
,

哪 )
, ,
个销地 尽

,

其销量是 b,

( J一 1
,

2
,

…
, 。 )

,

从产地 A
`

到销地 尽 的单位运价是 已
, ,

问怎样制定运输方案

使总运费最小 ? 虽然此类问题已详细研究过
「1

一 `〕 ,

但本文从另一角度进行考察
。

首先
,

考虑产量大于销量 (即 习
a `

> 名b
`
) 的运输间题

。

虽然可用文献巨〕中方法
. ~ I J= l

处理
,

但仔细分析其最优运输方案就可发现
,

其仅满足两点要求
:

l) 满足了所有销地 B ,

的需求量 b ,

( ,一 1
,

2
,

…
,

的 ;
2) 总运输费用最小

。

而没有考虑到产地的产品运输状况
。

我们知道对于产地而言
,

都希望产品积压越少好
,

因

此
,

要求决策者在制定运输方案时兼顾
“
产量多时多运输

”

这一要求
。

由此
,

我们提出

下列问题
。

间题 I
:

当产量大于销量时
,

怎样制定满足下列三个条件的最优运输方案 ?

l( ) 满足所有销地 B
,

的需求量 b
,

( J一 1
,

2
,

…
, 。 ) ; ( 2) 产量多的产地 A

.

i( 一 1
,

2
,

…
,

m )适当多运输
; ( 3) 总运输费用最小

。

具 体制定运输方案时
,

条件 ( 2) 和 ( 3) 的重要性如何
,

由决策者确定
,

如果把条件

( l) 和 ( 3) 看得特别重
,

而可不考虑条件 ( 2) 时
,

问题 I 就是前面所述的不带模糊约束的普

通运输问题 〔`〕
.

但是
,

在一般情况下
,

都必须统筹兼顾这三个条件
。
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再分析一下销量大于产量的普通非平衡运输问题
,

类似于前面分析
,

也可看出其最

优运输方案仅满足下列两点要求
:

3) 运完所有产地 浅 的产品
。 ,

(￡一 1
,

2
,

… , ) ; 4) 总运输费用最小
。

同样
,

对于销地而言
,

都有
“

需求多时多供给
”

的愿望
。

因此
,

我们提出问题 l
:

( 4) 运完所有产地 A
`

的产品
a .

(￡一 1
,

2
,

… m ) ; ( 5) 销量多的销地 几勺一 1
,

2
,

…
, :

)适

当多供给
; ( 6) 总运输费用最小

。

类似地
,

如果仅考虑条件 ( 4) 和 ( 5 )
,

则问题 l 就是前面不带模糊约束的普通运输问

题 lj[
。

因此
,

本文同时研究综合考虑条件 ( 4)
、

(5 )和 ( 6) 时的问题 I
,

下面
,

再看一下问题 I 和 l 的条件 (2 )和 (5 )
。

条件 (2 )和 ( 5) 是不明晰的
,

它们分别

包含两层模糊概念
,

事实上
,

人们头脑中只有
“
多

”
和

“

适当多
”

的定性概念
。

因此
,

必

须模糊量化它们
。

2 带模糊约束的非平衡运输问题数学模型

2
.

1 问题 I 的数学模型 I

首先
,

我们仅考虑条件 ( l) 和 (3 )
,

则易于写出其数学模型 F 为
:

m in z 一 艺万 .cj 凡
侣= I J = I

满足条件
:

、产、 ,
产

,工Q乙
了.、了、

习X
: ,

镇 a , ,

(` 一 1
,

2
,

…
,

, )

= 1
,

2
,

…
, 介

) ;

X
. ,

) 0
,

(￡二 1
,

2
,

…
,

饥 ;
j = l

,

2
,

…
。
) ( 3 )

然后
,

首先
,

记 A -

定义隶属度

考虑条件 ( 2)
·

我们建立
“

产量多
”
的隶属函数

。

{
。 `

阵一 l ; 2
,

…
,
二 }

,

Y一 {
。 `

}a
.

多
, a .

〔 A }
,

则把 y 看作是 A 上的一个模糊子集
。

、、了、 .尹J任二d了̀了、

r 冲「0
,

1」为
: 艺二 1

,

2
,

{ 1 一
产 ( a ,

) = (
_

( U
,

e一 己( `一
“ ) /己 , a `

> 西

O镇
a `

成 反

式中
:

1 了劝
百 ( 匕曰

a `

去〔客
`

一
,
’

〕> ’

素〔客
`

一
” 〕镇

’

( 6 )

ỳ l|11||I|l

一一
勺

比

易于看出
,

当 a .

i( 一 1
,

2
,

… , )大于 1时
,

斌 a .

)就是
“

升半 r 型分布
’
心〕

.

下面我们说明 群的合理性
。



( 1) #的定义域是 [ 0
,

十 oo )且值域是单位区域「0
,

1 ]
,

这显然与实际情况吻合
,

又不

与隶属函数定义发生矛盾
。

( 2) 群是连续增加函数
,

这与产量
a .

愈多其相应于
“

产量多
”

的隶属度愈大且连续增

加这一客观实际吻合
。

(3 ) 产的导函数

群`
(
a :

) 二
(己/ 。 )

e 一 “ ·` 一 ` , / a ,

0
,

a 、

> 西

0簇
a `

镇 云

是连续递减的
。

( 4 ) 群 中指数的 a(
:

一 。 ) / 。 这一部分的选取
,

充分考虑到了
a `

( `一 1
,

2
,

… , )比 。 多出的

余量与 。 的比值
。

( 5) 产中指数 d 的选取
,

充分考虑了
a 、

( : 一 1
,

2
,

…
,

, )的方差的数量级时
“
产量多

”

隶

属函数的影响
。

其次
,

我们量化
“

适当多运输
”

这一模糊动作
。

考虑到条件 ( 3)
,

我们作如下处理
:

对产量
a :

多的产地 A
。

( :一 l
,

2
,

…
,

仍 )
,

人为地调

整 A
。

到每个销地 B ,

(j 一 1
,

2
,

…
, 。 )的运价 几形成

“

虚拟
”

运价 VC
, ,

其中 VC
。

满足条件
: 、

越多
,

相应的 VC
* j越小用 V氏代替模型 r 中 C j后进行规划

,

可期望其结果满足条件 ( 2 )
,

现在
,

我们选取 V矶
,

为

V C
: ,

一 C
, ,

[ ( 1 一 矿 (
a :

) ]
,

(
。
= 1

,

2
,

…
,
m ; j = l

,

2
,

…
, ,

) ( 7 )

其 中 无是正参数
,

它反映了条件 ( 2) 和 ( 3) 在决策者心 目中的地位
。

决策者越把 ( 2) 看得重
,

则 k 取值越小
。

当 k 取得足够大时
,

便可忽略条件 ( 2 )
,

一般情况下
,

合适的 无值最好通

过使用一定数量的实数数据进行模拟
、

检验和判断确定
。

记 g (
a 。

) = 1一矿 (
a :

)
,

则 V C
: ,

= C
: Jg (

a :

)
,

对于 0 < k < 1
,

k = 1 和 k> 1 的三种情况
,

函

数 夕(
a :

)类似于 〔o
,

l」上的 “

降半凹 (凸 ) 分布
” [ 5〕

。

下面说明 V己
,

的合理性
。

( 1 ) 显然
,

VC
: 少

满足 o < V C
: ,

二 C
: , ;

( 2) V几是连续递减的
,

即对
“

产量多
”

的隶属度越大 (即 a :

越多 )
,

则相应的 F几越

小
,

并且减小到原来运价 民 j的一定倍数
;

( 3) 参数的选取可使条件 ( 2) 和 ( 3) 的
“

重要程度
”

这一模糊概念得到量化
;

( 4) VC j的选取有利于计算
。

在上面的分析中
,

我们是以
a `

是否超过平均值 吞作为衡量
a :

多少的标准之一
; 对于

久 < 互
,

一律取 斌
a :

)一 .0 事实上
,

条件 (2 )蕴含着
“
产量少适当少运输

”
之意

。

因此
,

为

使产量少于平均值的产地得以区别对待
,

我们也可建立类似的
“

产量少
”

的隶属函数
,

具

体如下
:

记 Y 。
= {

a :

}
a

[ O
,

1 ]为
:

少
, a :

任 A }
,

则可把 0Y 看作 A 的一个模糊子集
,

定义其隶属函数 # : y 。

一

, 、

!
0

,

群 、 a O j ~ 、
、 , · `

一
; 、 ` ;

L l
一

召
-
一

。 一
”

一 ,

a 、

异 反

a :

<二反
( 8 )

式中
,

d
`

为正参数
,

一般可取 d
`

一 d
,

d 和 。 分别在式 ( 6) 和 (5 )中给出
。
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产的合理性说明类似于 产
,

从略
。

类似地
,

人为地调整
“
产量少

”

的产地 A
。

到销地 B ,

(j 一 1
,

2
,

…
, ,

)的运价 已
, ,

使之成

为 v
’

C
, ,

其中 V
`

氏满足条件
:

产量愈小
,

则 V
’

氏愈大
。

用 v
`

氏代替模型 r 中的 几后
,

可期望结果
:

满足
“

产量少适 当少运输
”
这一要求

。

我们特别选取
:

F
’

e
: ,

= e
: ,

「1 + 无了
`

(
a .

)〕
,

(￡一 1
,

2
,

…
,

m ; , = x
,

2 , …
, 。

) ( g )

其中
,

h
,

K
’

是正参数
,

K
’

的作用类似于 K
,

一般可取 K
`

一 K
,

参数 h 反映了决策者对

产量少的产地的
“

保护
”
愿望的强烈程度

。
h 越大

,

则产量少的产地运输出的产品越少
。

于是
,

用式 ( 7) 中 V氏代替模型 r 中目标函数中的 么 ,即可建立问题 I 的数学模型
。

2
.

2 问题 亚的数学模型 亚

仅考虑条件 (4 )和 ( 6) 时
,

易于写出其模型 I
`

为

m in 了一 名习
C

. ,
Y

、 ,

. = 1 , = 1

满足条件
:

艺
;

, ,

一
a ` ,

(` 一 1
,

2
,

一
m ) ( 1 0 )

习
;

` ,。 , ,

( , 一 l
,

2
,

…
, 。

)

梦
: ,

) 0
,

(坛= 1
,

2
,

…
,
阴

,
7 = 1

,

2
,

…
, n

)

( 1 1 )

( 1 2 )

再考虑条件 (5 )
,

类似于问题 I
,

可建立
“

销量多
”

隶属函数 劝
:

b
,

> 占

b,

( 石

X ~ 〔o
,

l」为

1 一

0
,

e 一 “ (今厂 石) / b

劝( b
,

) = ( 1 3 )

式中
,

x = {乙
,

l乙
,

多
,

乙,

任 B }是 B = { b
,

}夕一 1
,

2
,

…
, 。

}的一个模糊子集
,

、 一 生 ! 女
。 j

}
刀

、

仁;

( 1 4 )

,

令仁客
`“ J

一 ” ,
2

」> `

令仁客
(“ j 一 ” ,

’
成 `

( 1 5 )

显然
,

当 b
,
( j 一 1

,

2
,

…
, 。

) 的方差大于 1时
,

尹的合理性说明类似于 莎

类似于问题 I
,

我们可取 叻几为

劝e 。 = C
. ,

仁l 一 护 ( b
,

)〕
,

( ￡一 l
,

2
,

…
,

m ;夕 = 1
,

2
,

…
, ,

) ( 1 6 )

式中
,

劝仇满足条件
:

b
,

越多
,

则 劝氏越小
,

灭是正参数
,

其作用类似于 K
,

解
。

的合理性

说明类似于 VC
` , ,

用 砂氏代替模型 I `

中 C , ,

可期望结果满足条件 ( 5)
.

对条件 (5 ) 中隐含
“
销量少适当少供给

”

之意
,

类似于式 ( 8)
、

(9 )进行量化
。

同样
,

用式 ( 1 6 ) 中 劝氏代替模型 l
`

中氏即可建立问题 l 的数学模型 1
.
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3 带模糊约束的非平衡运输问题的求解

在本节里
,

我们讨论模型 I 和 皿的解法
。

首先
,

讨论模型

m in Z 一 习习
V C 。 X 。

` = I J = 1

满足条件
:

习X
. ,

镇 a ` ,

(` ~ 一
,

2 ,

…
,

m )

习X
. ,

一 b
, ,

( , 一 `
,

2
,

…
, 。

)

( 1 7 )

( 1 8 )

X 。

) 0
,

(艺= 1
,

2
,

…
,

, ;
J =

式中
,

VC
: ,
= C

: ,

〔l一群 K
( a 、

)口
,

( ￡= 1
,

2
,

…

1
,

2
,

…
, 儿 )

, n )

( 1 9 )

( 2 0 )

产 (
a :

) =

l 一

0
,

,

m ; 7~ 1
,

2
,

…

e一 己( 。一
西 ) /西 ,

a :

> 互

a .

镇 a
( 2 1 )

去(习
a 、

) ( 2 2 )

素〔客
`

一
,

2

〕>
`

去仁客
(

一
,
’

」簇 `

( 2 3 )

了

!|||||夕、 !

l
一一

抽

比

且 K是正参数
。

利用「1〕
、

[ 2」中方法得到模型 I 为

m i n Z =

满足条件
:

艺习犷氏凡
: = 1 , ~ l

=
a ` ,

(坛= 1
,

2
,

…
,

饥 )

= b, ,

(夕 = 1
,

2
,

…
, 砚

+ 1 )

( 2 4 )

( 2 5 )

0
,

(艺~ 1
,

2
,

…
,

m ; 夕 = 1
,

2
,

…
, 儿

+ 1 ) ( 2 6 )

戈戈妻
喇习=j1

.

乙同戈
r|||||||夕

:!

式中
,

v氏如式 ( 2 3 )一 ( 2 4) 给定
,

此时
,

可用文献 [ 1
一

4〕方法求解
。

由于条件 ( 2) 的模糊性
,

一般只能得到
“

满意解
” ,

但对于给定的隶属度而言
,

所得

的解仍为最优解
,

因此
,

我们不再区分这两个概念
。

设 已得模型

地处理模型 1
.

的最优解为 {戈扮
,

则其实际运费为
: m in z 一 名艺仇 x 小 可类似

: ~ 1 少盈 l

在结束本节之前
,

给出下面三点附注
:

( l) 在求解模型 I 或 l 时
,

一般应先计算所有
a `

或 勿的方差
,

若方差小于或等于



则所有
“

产量多
”

或
“

销量多
”

隶属度为零
,

从而 V c
,

一氏或 劝c ,

一矶
. ; 否则

,

先计算 d

或 C
,

再分别计算每个
“

产量多
”

或
“

销量多
”

隶属度
。

( 2) 在军品运输问题中
,

运输数量往往是非负整数
,

但是模型 I 和 l 均未作此限制
,

这也是合理的 21[
.

( 3) 在实际问题中
,

模型 I 或 I 的运输变量 王戈
, }或 {势 , }往往具有容量限制

,

即存在非

负数 { l
` ,

}和 {。
: ,

}满足
: o ( x ` ,

镇 l。
,

(乞= 1
,

2
,

…
,

仇 ;
j = 1

,

2 ,

…
, 。

) ; o镇 y `,

成 。 ` , ,

( i = 1
,

2
,

…
,

饥 ;夕= l
,

2
,

…
, 几

)

此时的模型 I 或 l 可用文献「3」中方法求解
。

4 应用实例

假设某军用物资的运输表为表 1 [单位假设为万元 (费用 ) 和吨 (产量和销量 ) ]
,

试

求其带模糊约束的最优运输方案
。

解
:

显然
,

习
a :

一 27 > 18 一 习 b
, ,

故而属于间题 1
,

可用模型 ` 求解
,

由式
` = I J = 1

( 2 1 ) 一 ( 2 3 )不难算出
。

运议 销

地 B l B: 产量

地
、
仗、
A一 6 5 4 5

A Z 3 5 4 18

A 3 2 4 3 4

销量 4 4 1 0

下列数据
:

。一 9
,

d一 D
.

8 0 4 6 , 声(
a Z

) = 0
.

5 5 2 7
,

# (
a 3

) = 0
.

取 K 二二

1 (此时
,

决策者把条件 (2 ) 看得很重 )
。

于是
,

可算出 V氏如表 2 ,

其中 V氏

已作四舍五入取整 (仅为计算方便 )
,

并虚设了
“
销地

”
B

; ,

其销量为 g
,

如表 2所示
。

表 2

\ 灭 运\ 销

地 B , B ` 产 量

A 一 6 5 4 0

A Z 1 3 Z D

A 3 2 4 3 0

销量 4 4 0J

4

总量 27

对表 2 求解 〔l
一

4〕
,

得其最优运输方案如表 3
.

且 m in z 一咒 (万元 )
,

其中表 3 格子中表圈数字表示运输量
,

不带数字表示检验数
。

对此问题
,

若不考虑条件 (2 )
,

则其最优方案如表 4
,

最小运费为 68 (万元 )
.

结果分析
:

由表 3看出
, “

产量多
”
的产地 A

:

确实运输多些 (事实上
,

全部运完 )
,

而
“
产量少

”

的产地 A ,

和 A
3

运输少些 (事实上
,

没有运输 )
。

但是
,

从表 4 则看出相反的情

况
,

即
“
产量少

”
的 A

,

和 A
:

全部运完
,

而
“
产量多

”
的 A

:

只运输了一半
,

之所以有这

样的差别
,

其本质原因在于是否考虑条件 ( 2)
.
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表 3

产 量
0马一⑤2凡一2

⑨④9L110

3场一2④314

矛衬\
” ,

0 A l

0 A Z

0 A 3

销量

表 4

产量
o凡一。,场一①

4⑨4⑨3 105场一④

nné

一aJ口
月

3BI一30

一 l , 。 2 ④

销量
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