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图 的色数与亏格的相对独立性

董晓光
(系统工程与应用数学系 )

摘 要 本文先证明如下定理
:“

对于每一个非负整数 ,
,

亏格为 夕的图的色数可以是任
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分必要条件基本上是不可能的
,

即使不说根本不可能
。
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关于 2一色图判定的充要条件早在 50 多年前即已找到
,

但当 。 ) 3时
,

相应的充要条

件却直至今 日也无法找到
。

这究竟是暂时的
,

偶然的
,

还是永久的
,

必然的呢 ?

鉴于
“

图的亏格
”

其实也就是关于图的复杂程度的一种本质上的 (非外形上的 ) 量

度
,

因此
,

只要证明了图的色数与它的亏格之间的相对独立性
,

也就是证明了图的色数

关于图的复杂程度的独立性
。

再注意到
:

当 饥妻 3 时的 m 色图不再具有双色图
“

均唯一可

着色图
”

这类特殊共性
,

综之
,

即得结论
;

找不到一个纯结构上的
、

关于 , (m ) 3) 色图

的充要条件
,

这是必然的
。 .

为叙述方便
,

本文证明仅以同胚于完全图 nK 的图为例给出
。

但是很显然
,

所用构造

方法对于任意图都 同样适用
。

本文只讨论图的顶点着色
。

文 中除特别声明处外
,

所有术语及有关记号均按文献

[ 1 ]中的定义
。

定理 对于任意的非负整数 ,
,

记 、 一

[吐零画〕
,

对于每一个正整数 爪
,

2

伽

簇 N
,

总存在图 G
,

它的亏格 诚 )G 一 p
,

色数 X( )G 一二

证明 当 尹一 O
,

此即 G 为可平面图情况
,

N 一 4
,

命题显然成立
。

当 尹> 0
,

设完全图 K
。

的亏格为 尹
,

则由完全图亏格公式 (「1〕
,

定理 1 1
.

1 8)
:
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n
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n
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争 = 夕气尤
:
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( 1 )

因
。

为正整数
,

由 (1 )解出
儿

即得
:

儿m a x

=
7 十 了 1 + 4 8 ,
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事实上
,

由希伍德地图着色定理 (仁1 ]
,

定理 12
.

1 5)
,

任何亏格为 抓 , > 0) 的图 G色数

X ( G )簇 N
.

注意到
:

图 G 的亏格
,

也就是 G 可以嵌入的所有曲面的亏格的最小值
,

故 同胚图的

亏格都相同
。

因此
,

下面只需证明
:

对于每一个正整数 , , 2镇 , 簇 N
,

总存在与完全图 K 、

同胚的图 G
,

色数 X( )G 一二

为此
,

在 K ,

的基础上
,

按下列步骤增加一些新点即可 (完全图 K ,

中着第
!

色的顶

点记作 A
. ,

艺一 1
,

..2
· ,

N )
:

步骤 1 :

令 t一 .N

步骤 2 :

将邻接 A
:

与着色 1 的顶点的每条边上增加一个新顶点
,

所有新顶点均着用

第 2色
,

此时 A
`

不再与着第 1色之顶点相邻
,

则将 A
`

改着第 1 色
。

步骤 3 :

令 t一 1 之值作为新的 t 值
。

步骤 4 :

重复步骤 2 和步骤 3
,

直到新的 `值为 2 时结束
。

显然
,

在上述步骤中得到的图总是与 K 、

同胚的
,

同亏格的
,

且每经过一次步骤 2
,

图着

色所需的颜色种数就递减 1
,

即图的色数递减 1
,

直至得到一个双色图为止
。

证毕

下图仅以 N 一 5 为例具体显示上述过程
。
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一
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一女

一 一
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一

命
一

人一 A , 月一 2 月 s

图中
,

纯数字指示该点所用色序号
。

还必须强调指出
:

对任意 m
,

2镇m < N
,

获取与 K
,

同胚而色数为 。 的图的方法绝不

是唯一的
。

以上证明所用方法不过是其中之一
。

例如
,

将上述的步骤 2 改为
: “

将邻接 A
`

与着第 ￡色 (。护 l) 顶点的各条边上增加一个

新顶点
,

所有新顶点均着第 1 色
,

此后因 A
,

只与着第 l 色的点相邻
,

可改着第 2 色
” 。

显

然其效果完全相同— 每经过一次步骤 2
,

图的色数即由 t 减为 t一 1
.

然而
,

当得到色数为 饥 (3 镇饥 < N ) 的图时
,

所需增加的点的总数 」却大不相同
:

按证

明中所用方法
, “ ,

一 万
` 但按后面这种构造方法

,
J Z
一 万 ( N 一 ` 一 ` )

·

显然
:
山 >

」 ,
,

至于点的分布规律
,

当然亦不可能一致了
。

综合以上所述
,

可得如下结论
:

( 1) 图的色数 , 与图的亏格 尹
,

二者事实上是互相独立的
。
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,

( 1 ` )

即具有同一 m 值的图
,

可

具有同一亏格 尹的图
,

色
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数 爪 可以任意
,

只要
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( 2) 对于任意的 m ( m妻 3 )
,

机一色图不可能存在统一的构造规律性
。

这是因为
:

即使

限制在
“
具有同一亏格 尹且与 K ,

( N ) 4) 同胚
”
这样苛刻的条件下

,

图中点的数 目
、

分布

及构造仍无一定规则
。
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事实上
,

因为 m一色图必含有一个 , 一临界导出子图
,

由此可知
: m 一色图的存在特

征完全是 由 二一 临界图所决定
。

在色数 m 与亏格 尹互相独立的关系下
,

之所以还能存在判

定 2一色图的充要定理
,

根源全在于 2一临界图独一无二的特殊性—
它是唯一的

,

也正

因此才决定了一切 2一色图均是唯一可着色图
。

当 m ) 3
,

m 一临界图不再唯一
。

特别是当 饥 ) 4
,

甚至连 m 一临界图也根本不可能存

在任何统一的构造规律性了
。

这是因为已有定理
:

对于所有的 机 和
。
( , ) 3 )

,

存在 二一临

界图
,

它的围长超过
。 .

此外
,

J
.

M yc iel sk i 的构造法则具体给出怎样 由一个任意的 m 一临

界图 ( m ) 3 )获得相应的 ( m + 1) 一临界图的方法
,

显然这种方法不是唯一的
。

当 m ) 4
,

同

为 m 一临界图
,

已可有不同的亏格
。

在此基础上
,

若再注意到
:

本文中的完全图 k、
,

实质仅仅是作为亏格为 , 的 N一临

界图的一个代表而已
,

以求叙述方便
。

换言之
,

将本文中的
“ K 二 ”

换为
“
亏格为 尸的 N

一临界图
”
后

,

一切叙述均可照旧不变
,

唯一差别仅在于任意 N 一临界图中着同一色 `的

点 A
:

可能不唯一
。

总而言之
,

当 m ) 3 时
,

找不到判定 , 一色图的充分必要条件
,

这是必然的
。
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