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m 序列完备递归采样值的存在条件

李 超

(系统工程与应用数学系 )

摘 要 本文用群论方法讨论了
n

级 m 序列完备递归采样值的存在条件
,

证明了对任意
n

级 m 序列
,

其完备递归采样值存在的充要条件是商群 G = z ; / H (其中 P 一 2一
1

,
z ; 一

s{ }s(
,

P ) ~ 1 }
,

H ~ { l
,
2

,
2 , ,

…
,
2一 ` ) 为循环群

。

在完备递归采样值存在的条件下
,

求出了

完备递归采样值的个数为
.n(

巡旦专2 2
)

。

最后给出了递归采样值的一个重要性质
·

关扭词

分类号

采样
,

m 序列
,

循环群

T N 9 1 1
.

7 2

1 问题的提出

由于 m 序列具有周期大
,

伪随机特性好等优点
,

被广泛应用于保密通信
,

从已知的

m 序列构造新的 m 序列的方法变得重要
。

唐朝京等 l[] 引进的 m 序列递归采样和完备递归

采样是一个很好的方法
,

它克服了普通采样法的所有局限
。

在文 [ 1〕中
,

对于周期为素数

的 m 序列证明了完备递归采样值的存在性
,

并求出了所有的完备采样值
;
但对于周期为

合数的 m 序列
,

仅给出了完备递归采样值存在的一个必要条件
。

在文 [ 1〕最后提出了三个

更为一般的有待解决的间题
,

即
:

l( ) 当 n
为合数时

,

完备递归采样值在什么条件下存

在? 如何计算? ( 2) 当完备采样值不存在时
,

如何确定各递归采样值的等价次数 ? ( 3) 能

否找到 h h( > 1) 个不同的递归采样值
: , , : : ,

…
, : ;

(等价次数分别为 t , , t : ,

…
,
t *

)使得它们

采得的名
: `

个 m 序列除原序列外互不相同
。

本文从群论的观点出发
,

对上述问题进行讨

论
,

对任意
n
级 m

为方便起见
,

序列
,

不管其周期为素数还是合数
,

得到了较好的结果
。

本文先引进文 [ 1」中一些基本概念
:

定义 1 设 { a ,

}为 n
级 m 序列

, :
为正整数

,

( : , 2
’

一 1 ) = l ,

对 {a
,

}进行
:
采样得到

n
级

m 序列王
a衬

,

求出谧久
.

}的反馈多项式
。

然后对 {a *s} 进行
: 采样得到 n

级 m 序列 王好
.

}
,

重

复下去
,

可得多个 m 序列 { a 站 } {asz
.

}王叮
。
卜二

,

这样产生 m 序列的方法称为 m 序列的递归

采样法
, :
叫

n
级 m 序列 { a *

}的递归采样值
。

定义 2 若某一递归采样值可采得巴丝异2个不平移等价的 m 序列 (即全体
,
级 m 序

列 )
,

则称它为完备递归采样值
。

我们记 S
。

表示所有的完备递归采样值
。

定义 3 设 :
为递归采样值

,

若 t 。 是满足 st 三 2夕( m o d Z
一

1 ) (其中夕为 { 0
,

1
,

…
, , 一 1 }
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中任意数 )的最小正整数
,

则称 t
。

为
, 对模 2

` 一 1 的递归采样的等价次数
,

简称等价次数
。

由上述定义易知
,

当 : 的等价次数为 t 。 时
,

a{ 衬
,

{as2
.

}
,

…
,

<a 尸
.

}为互不等价的 m 序

列
.

若 t。 ~
拭 2

,

一 1 )

九
则

:
为完备递归采样值

。

因此
,

对任意
, ,

(s
,

2
’

一 l) 一 1
, :
是否

为完备递归采样值关键在于
, 的等价次数为

次数
。

袱 2
” 一

1 )
下面用群论的方法来讨论

: 的等价

2 主要结果及其证 明

设 哎a *

} 为
n 级 m 序列

,

p = 2
,

一 z 为 { a ,

}

= 弋0
,

1
,

2
,

…

的周期
。

,

P 一 1 }

令
:

= {: 任 Z p ! ( s ,

p ) = 1 }

乙;z

H = { 2
`

10 簇 1镇 n 一 1 }

由群论易知
,

z 言关于模 m 的数的乘法构成 A b el 群
。

H 为 ;Z 的正规子群
,

从而我

们有商群 G = Z言/H = {C
。 ,

C , ,

…
,

C
二一 ,

}
,

其中 C
。

~ H
,

C
`
= S

`
H

, u = 杯 2
。

一 i ) / n
.

s ` ( i

一 1
,

2 ,

…
, u 一 1 ) 为 C `

中代表元
。

由等价次数的定义知
,

对任意
: 任 z 夕

, , 的等价次数即为使 st 任 H 的最小值 .0t

下面证明
:

对任意
: 任 Z ;

, ,
的等价次数实际上为

:
所在的群元 c `

在群 G 中的阶
。

证明

了这一点
,

可推出递归采样值
了 为完备递归采样值的充分必要条件为 C 为 G 中袱 2

,

一

1 ) / ,
阶元

。

引理 1 设 5 1 , s :
任 Z ;

,

若存在 C `
任 G 使

s : , s :
任 C

,

则 s 、

与
s :

具有相同的等价次数
。

证明 设 s ,

与
s:
的等价次数分别为 t l ,

t Z ,

则 玲 任 H
,

玲 任 H
.

由于
s : , s :

任 C
` ,

于是存在 夕任 { o ,

1
,

2
,

…
, n 一 1 }

,

使
: :

=
`

2今
2 ,

从而 玲 = ( 2夕5 2
)
` 1

=

2色玲
.

又 冲 任 H
,

所以 玲 任 H
,

而 九是使 st, 任 H的最小正整数
,

于是 t Z

石 t ,
.

同理可证 t ; ` t Z ,

所以 t ,
一 .tz

引理 2 对任意
, 任 C

, , 的等价次数等于群元 C 在群 G 中阶
。

证明 设 : 的等价次数为 V
,

群元 C 在 G 中阶为 W
,

不妨设
: 为 C

`
的代表元

,

即 c `
~

S H
.

由于 `
的等价次数为 V

,

于是 S
F
任 H

,

进而 S
v

H 一 H
.

一一一一止之一一一一

所一
S H )

v
= ( S H ) ( S H )… ( S H ) ~ S

V

H = H

即 C丫~ H
.

所以 W ` V
.

反之
,

因为伴 = H
,

即 S w H ~ H
,

于是 S w 任 H
,

从而 V ` w
.

所以 w 一 .V

推论 l 递归采样值
:
的等价次数一定为拭 2

二

一 1 ) n/ 的因子
。 :

为完备递归采样值的

充要条件为
`
所在群元 C

`

为 G 的生成元
。

即 C
`

为袱 2
”

一 1 ) n/ 阶元
。

定理 1 任意
,
级 m 序列 a{

.

}存在完备递归采样值的充要条件为商群 G 二 刃 /H 系循

环群
。

证明 (1 ) 必要性 若存在完备递归采样值
: 任 ;Z

,

则 : 的等价次数为 奴 2
。

一 1 )/ .n

设 `
所在群元为 C ` ,

由引理 2 可知
,

C 在 G 中阶为 袱 2
,

一 1 ) n/
,

而 }lG 一 抓2
”

一 1 ) n/
,

所

以 G 一 <C
`
) 为循环群

。
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( 2 )充分性 若 G为循环群
,

则存在 C 任 G
,

使 G ~ <C
、
>

,

即 C 的阶为 袱2
。

一 1) n/
,

从而群元 c
`

推论 2

中每个数的等价次数为 喊 2
”

一 1 ) n/
.

即 C 、

中每个数均为完备递归采样值
。

若
n 级 m 序列 a{

,

} 存在完备递归采样值
,

则
,

S
`

- U C i

吼为 G中生成元

,

且 】S
。

】~ n ·

叫巡
竺于丝 )

·

证明 由定理 1 可知
,

在完备递归采样值存在的条件下
,

商群 G 二 Z ; /H 一 {C
。 ,

c ; ,

…
,

C
二一 1

} 为循环群
,

从 而 G 中每个 生成元 内所有 的值均 为完备递归采样值
。

即 S
`

-

U C,
.

而有限群 G 中生成元个数为 汀抓 2
“

一 1 ) /)n
,

于是共有
, ·

杯杯 2
”

一 1 ) / n) 个完
ic 〔 G为生成元

备递归采样值
。

例 1 n = 4
,

声
,

= 24
一 1 ~ 1 5

Z ; 一 { l
,

2
,

4
,

7
,

8
,

1 1
,

1 3
,

1 4 }

H = { 1
,

2
,

4
,

8 }
,

G 一 Z厂/H 二 {0C
,

C
,

}

式中
,

C 。
二 H 一 { 1

,

2
,

4
,

8 }
,

C l
= { 7

,

1 1
,

1 3
,

1 4 }

易知 G = < C
:

> 为循环群
。

所以 S
`

二 C
l
= { 7

,

1 1 , 1 3
,

14 }
.

同例 1 可验证
n 一 5

,

6 时
,

可求出全体完备递归采样值
。

(推导略 )

由以上讨论可知
,

要判定任意
,
级 m 序列 a{

,

} 是否存在完备递归采样值
,

关键在

于判别 抓2
,

一 1 ) n/ 阶商群是否为循环群
。

当 抓 2
”

一 1 ) n/ 比较小时 (如
n 一 4

、

5
、

6 )
,

可验证

G 是否为循环群
。

但当 杯2
”

一 1 ) n/ 很大时
,

一般难以判定 G 是否为循环群
。

但我们有以

下充分条件
。

定理 2 设 a{
.

} 为任意
,
级 m 序列

,

若 抓 2
”

一 1 )/ n 无平方因子
,

则 { a *

} 存在完备递

归采样值
。

证明 由文献 [ 3〕
,

若 抓2
”

一 1 ) n/ 无平方因子
,

则 抓 2
’

一 1 ) n/ 阶 A b el 群一定为循环

群
。

补充说明
:

(1 ) 当 n 一 4
,

5
,

6 时 怀 2
’

一 1 ) n/ 无平方因子
,

故完备采样值存在
。

( 2) 本定理只是一个充分条件
,

如
n 一 7 时 抓 2

”

一 1 ) n/ 有平方因子
, 7 级 m 序列同

样有完备采样值
。

为了给出递归采样值的一个重要性质
,

首先引进文〔3」中两个有关有限 A b el 群的结

构定理
。

引理 3 如果 A be l 群 A 的阶 1A !一粼
, 尸扮 二尸》 , 尸

:

护尸
,

为素数
,

则 A 一 A , X A Z X … X

A * ,

其中
,

A `
二 a{ 任川沪

、 = 1 }
,

{A
`

{二 尸乒
,

i 一 1
,

2
,

…
,

.k

证明 见文 〔3〕( p
3 ,

)
.

引理 4 设 A be l 群 A 的阶为 尸
“ ,

尸 为素数
,

则 A 为循环群的直积
。

证明 见文 〔3〕( P
; 。

)
.

由引理 3
、

4 可得
:

2 1



引理 5对任意
u ,

群 G一 Z言/ H 一 {c
。 ,

c
: ,

…
,

C
一 ,

}( 其中 c 。
二 H

, u 一杯 2
”

一 1 ) / , )为循

环群的直积
,

即存在群元 C
`1 , e ` 2 ,

…
,

C
*̀
(h ) 1 )使

G ~ < C
l

> X < C
:

> X … X < C
*

>

定理 3 对任意
,
级 m 序列

,

一定存在正整数 h h( > 1 )
,

使得可找到 h 个递归采样值
: 1 ,

5 2 ,

…
, : *

(等价次数分别为 亡, ,
: 2 ,

…
,
, ;

)使得它们采样到的名
: ` 个 m 序列除原序列外互不

诬. 1

相同
。

证明 由引理 5及前面讨论易证
,

这里从略
。
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= Z言/H ( p = Z
n

一 1
,

Z苦= { s
} (

s ,

p ) = 1 }
,

H = 1
,

2 , ,

2 , ,

…
,

2
”
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