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二维离散余弦变换与二维离散 Fo u r ie r

变换的快速算法
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(系统工程与应用数学系 )

摘 , 文中提出 N ‘M ZD 一oc
l

川
的一
””你

其需实运算量丸 、一

音
、胡

。9 2

、+ 半。
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,
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仕

3
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气了 JV Z竹 10 g 2 1 V I诬一 J Z软 IV

乙 一

一冬膨 + M + N (其中
.

N
、

M 为 : 的
‘

幕 )
。

当 N ~ M 时
,

与文 [ 5 ] 的结果一样
、

这是目前最好的结果
。

但文 [ 5 ]算法不稳定
,

容易

产生较大的误差
。

本文克服了这一缺点
。

并利用此 ZD 一 Fc T ( , ) 导出了 ZD 一Dc
T

.

Z D 一

D S T 和 ZD 一IX 二S T 的快速算法及 ZD 一 D FT 的一种快速算法
。

ZD 一 D FT 快速算法的运算量

与文 [ 1〕中用 FPT 计算 ZD 一 D FT 相近
。

关性词 快速算法
,

离散余弦变换
,

离散富里叶变换

分类号 0 2 4 1

在图象处理
、

编码与模式识别等领域中
,

二维离散余弦变换 (ZD
一

D C T ) 已成为有用

的工具
,

其快速算法的研究受到人们的重视
。

由于 ZD
一

D CT 核的分离性
,

可以首先建立

ID
一

D C T 的快速算法
,

然后利用行列法来计算 ZD
一

D C T
.

但这样做的运算量比较大
。

1 9 8 5

年
,

M
.

A
.

H a q u 。提出了一种 ZD
一

FC T 算法 [, 〕
,

所需运算量比文〔2〕用 FF T 计算 ZD
一

D CT

要少得多
。

但从推导过程看
,

文「5」只提供了 N x N (N 是 2 的幂 ) 的 ZD
一

D C T 算法
,

且

其乘法 运 算 主 要 是 一 个 数 与1 /

{
4 C0 · 2k + 1 _ _ _ _

2j + 1 _ { {
八

/
:

/ N

而天一
“ ‘。“ 一丽不

- “

八
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溉
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诀 百 一
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。簇 j簇 琴
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相乘
,

容易产生较大的误差或溢出
。

本文对一般的 (限制于 2 的幂) N,l

一

x M 二维余弦变换提出了一种新的快速算法
,

本文算法 中的乘法主要是一个数与 4 co s

Zk 十 1

2N
相乘

,

由于 }4 c os
2盛

l

+ 1

一乏天一脱os
Zj 十 1

2M
二 }簇 4

,

从而克服了文〔5〕中算

法的不稳定性
。

当 N 一M 时
,

本文算法所需运算量与文〔5〕相同
。

利用本文提出的 ZD
一

FCT

算法
,

给出了 ZD
一

D FT 新的快速算法
,

与文 [ l」比较
,

当 N 一M 时
,

乘法次数相近
,

加法

次数略多于文 [ 1〕
;
但当 N ) 膨 时

,

乘法与加法次数均少于文 [ 1 ]
.

1 二维离散正
、

余弦变换以及正余弦混合型变换的定义

设 M 一 2r
,

N 二 2
‘

(t 之r)
,

{苏
,

。

}
、

{玖二 }为二维实序列
,

表示为

y 一 (儿
,

沪
,

Y 一 (Y
。 ,
二
)
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下面用矩阵形式表示所有各类二维正弦
、

余弦以及正余混合变换
:
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当 i = o 或 N 时
, 。,

= 1/ 丫厄
~ ,

否则 。‘~ 1
.

由于逆变换矩阵是正变换矩阵的转置
,

如果导出了正变换的快速算法
,

只需反方向

进行就可得到逆变换的快速算法
。

因此我们只需讨论各类正变换的快速算法
。

ZD
一

FC T ( l ) 的算法推导

几个矩阵
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( 9) 式都是置换矩阵
。
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⋯
,
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‘

) ( l为偶数 )
,

d ia g 表示对角矩阵
,
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现在计算 y
.

在文「4〕中已建立了递推关系式
:

〔C
,

〕一 L ,
(1 ) d ia g {C

‘/ : ,

C
‘, :

}V
‘
(1 ) (l全 4 )

其中

L
:
(1 ) = [P
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, / : ,

D
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卜
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〕

因此
,

若记 y ;
= V , (1 )y (V , (1 ) )

T ,

就有

y = L 、 (1 ) d ia g {C、/ 2 ,

CN / : }夕
l
d ia g {C石

/ 2 ,

岛
/ 2 }L几(1 )

将 y ,

分为四个 N /2 x M /2 的子阵块

(1 4 )

(1 5 )

厂y
, l y ,

门
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= I !
‘y Z一 y 2 2 曰

为计算 y l ,

先计算

[ A舟」y [A 扁]
T -

A i一 A 1 2

A 2 1 A 2 2

由式 (1 0) 直接作矩阵乘法
,

有
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,
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‘
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0
,

l
,

⋯
,

N / 2 一 1 ; j 二 0 ,

1
,

2 ,

⋯
,
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.

直接计算得

(1 6 )
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]
y l
一 l }

‘y ZI y 2 2 曰

A l l A 1 2 A备
2

A声/ 2 A
2、 A声/

2A 2 2A吞/ 2
(1 7 )

故 y , ,
一 A l l

一 (a ‘,
)

,
夕1 2
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1 2A 而

2
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’
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/ 2A 2 1
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嗡
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嗡
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C N , 2少22
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L丢(1 ) (1 9 )

从式 (1 9 )看出
,

N x M 的 ZD
一

D C T ( l )可通过 4 个 N / Z X M / 2 点的 ZD
一

D C T ( l )
,

然后

左
、

右各乘以 L袱 l) 和 L爵(1) 来实现
。

N /2 x M /2 的 ZD
一

D CT ( l )可重复进行 (1 9) 式的运

算
,

如此递推下去
,

共做
r 一 1 次

,

得到 4
r 一‘

个 N
, x Z(N

l
= 2

‘一 r + ‘
)点的 ZD

一

D C T ( I )
.

上

述递推过程可表示如下
。

设 L N (m )= d ia g {L 、z : (m 一 1 )
,

L 、 / :
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,
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,
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(2 0 )

则 夕一 L 、(l) 与(2) ⋯与 (
r
一 l) (气

y方
一 1) c 孙L芬(r 一 l) ⋯ L无(l) (2 1)
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孔
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,

则 由式 (2 1 )计算 夕 的步骤为
:

(1 ) 从 i一 1 到 : 一 1 计算 少‘= v 二(i沙
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。
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,
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口
、 1 四

二1 / ZV
,

Y万
一 ‘’

一

1
o N , , 2

」
“N l

( ‘’

匡
、 , / 2v 3

CN
, / ZV

C 、1 / ZV :)一
忿一

’

叮 ‘2 3 ,

_ 、

_ 二
‘

二
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从式 ( 2 3 )知

,

求玲
一”可归结为 4 个丫的

‘D
一

D C T ( 万 )的计算
,

而 I D
一

D CT ( 万 )可采用

文〔4」中方法进行
,

然后作矩阵乘法
。

( 3 ) 令 T
。
= (C、

l夕忿
一”C歹)

,

T ‘
= L 、 ( r 一 i ) T

‘一 I
L石(

r 一 i )
,

( i ~ 1
,

2
,

⋯
, r 一 1 )

,

依次由 i =

1 到 r 一 1 计算界
,

则 夕一Yr
一 1

.

利用上述过程计算 7 的运算量为
:

1
二 , 、 , , 、 , .

1
. , 、 , .

Z性产
= 下

目

l性zv lo g Zl v 十 丁 z玫 jv lo g Zz妞
‘ 任

, 己
一 要。

10 9 2

‘

妒气义玖八 ) 一 乃2竹洲 一 , 厂 一 气丈妞 十 八 )
乙

( 2 4 )

3 利用 ZD
一

FC T ( I )计算其它二维离散正
、

余弦变换 以及 ZD
-

D FT

3
.

1 ZD 一D C T ( x
、

l )的计算

设 , 一 ‘, ·,
,

, 一

赢
‘一 ,

、,
,

,

〔A一〕一 (以 ,
,

y 一「A一〕, 「C
·
〕

由( 3 )有

卜 dia g

{辛
,

‘一粤}
y

( 2 5 )

由文[ 4〕有

[ A
、+ ,

〕~ [P
二 + ,

〕d ia g {A 、z : + , ,

碟
z : }〔B 介

+ ,

j ( 2 6 )

其中
r 。 , : _ 「I

、 / 2 了、 , :

一 了、2 2」
由式 ( 2 4 )与式 ( 2 6 )就得到

夕 = 〔p
、+ ;

〕d ia g {A 二/ 2 + ; ,

以
/ : }(〔B公

十 ,

〕夕L 二( 1 ) ) d ia g {C 材z : ,

C , / : }V , ( 1 ) ( 2 7 )
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夕
“, 一 〔B乡

+ 1

〕夕L
, (1 ) = 「扭

1 1

于
1 2

]
‘y ZI y 2 2 ‘

(2 8 )

其中’
11
“儿是(争

1

)
x

譬
阶矩阵

,

头
1

与头
2

是馨
x

琴

“
阶矩阵

。

直接计算 (2 8 )式只需要MN‘
次加法

,

于是 (2 7 )式可化为

L

嘶
2

C脚
2

* 1

夕
: Z
C脚

2
-

:

夕
2 2
C , z :

_

A 万/ 2 +

C弃
/

V M (l ) (2 9 )

,、

一
. ‘ ,

一 ⋯
, , _ _ . _ 、

_

_ _ , , _
_ _ _ _

, _ _
、

一
卜

, , , 、 ,

_
,

ZN
.

_

) M
, .

从 (2 9 )式可以看出
,

一个 (N + 1) x M 的 ZD
一

D C T ( 1
.

、

l )可以化为两个 }餐 + 1 ! x 誉的从 、 、
- - ,

- 、 , 一
’

, 一
‘ ’ ‘ 一 ’

一
‘

”
-

一
‘ - 一 一

一 ” “
一” “ / ‘

’ ‘ ’

( 2
‘ 一

)
‘ ’

2 ~

ZD
一

D C T ( ‘
、

, , 与两个
誓

X

譬
的 ZD

一

D C
,

r ‘, ,
。

对于

{誓
+ ‘

卜譬
的 ZD 一D C T ‘,

、

, ,继

续利用 (2 9 )式递推下去
,

共
r 一 1 步

,

最后得到 2r 一 ‘

个 (N
,
+ 1) x 2( N

1
~ 2t

一 r + ‘)的 ZD 一D C T

( I
、

l )与 2r 一‘

个 N
, x Z 的 ZD 一 D C T ( I )

。

在上述递推过程中
,

ZD
-

D CT ( I )均采用本文

写2 的方法计算
。

下面计算 (N
l
+ 1 ) x Z 的 ZD

一

D CT ( I
、

l )
。

设 了 ~ 〔A
N , + 1

孙
‘

〔C
Z

」
,

丫与夕均为 (N
,
+ 1 ) X Z 矩阵

。

首先计算 Z 一夕〔Q 」

(2
1 ,

2
2
) (3 0 )一一

01礼
yyCC一

...

一

y N l o

01NyyCC十:+门!!卜卧
一一Z

其中 2 1 ,

Z :

是两个长为 N
l
+ 1 的向量

。

由式 (3 0 )得到 y
‘

= (A 、 1 、 1 2 , ,

A 二1 * , 2 2
)

。

这样
,

v
‘

可化为两个 N
l

+ 1 的 ID
一
D CT ( I )

。

采用文〔4〕方法计算 y
’

需乘法 N
l
lo g Z

N
,
一 ZN

,
+ 2 次

,

加法 3N
,
lo g Z

N
,
一 4N

,
+ Zlo g Z

N
I
+

8 次
。

按上述过程计算 (N + l) x M 的 ZD
一

D CT ( I
、

l )总的运算量为

1
、 , 、 。

= 气了又v Z性1 0 9 2似 --t--
任

丝卫1

2

3
, , 、 ,

0 9 2 1 V 一 下艺性 zv

‘

5
、 ,

州卜 二丁 义V

‘

3MN
lo g z

N M 一
15

. , 、 ,

- 二尸义U ZV —
Z

材
2

. , ‘

不
-
一 似 10 9 2

八 十 八 10 9 :

似 十 , 八 一 匕似
‘

风人

廿

lllee丈ee||L

类似于 ZD 一D CT ( I
、

l )
,

可得到 ZD
一

D C T ( I )
、

ZD
一

D ST ( I )
、

ZD
一

D CS T (

D c sT ( I
、

U 的快速算法
,

所需的实乘与实加运算量见表 1
.

3
.

2 ZD
一

D FT 的快速算法

设

(3 1 )

)
、

ZD
-

I万/ 2 IN / 2 一 z IN z Z一 l

H
:
(N ) -

了二/ : 一 ,
一石卜

,」0

尸

l
ee!teelJ

一一NH

N 阶 F。盯ie :
变换矩阵为

[F
、
」=

了N/ 卜
,

」

「
_

_
{ Zm n 打 l]

,

Le ‘P
}一

天一
‘

{」
’‘ (3 2 )



由文〔4〕有

[ F
、
〕一 H

;
(N )d ia g {A 、 / 2 + , ,

S 、 /卜
l

}H
Z
(N ) (3 3 )

设 Y
、

y 为两个 N x M 点的复常数序列
, y 的实部

、

虚部分别为 R ey
、

Im y
.

将 ZD
一

D FT

表示为
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直接计算 ( 3 5 )式只需 4MN 一 4 (M + N )次实数加
,

将 ( 3 5 )式代入 ( 3 4 )式得到
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由 ( 3 6 )式知道
,

N x M 的 ZD
一

D FT 可分解为 2 个 ZD
一

D C T ( I )
,

4 个 ZD
一

D C S T ( I )
,

2 个

ZD
一

D ST ( I )
。

对于这些二维离散正
、

余弦及其混合型变换
,

均可采用前面方法快速计算
,

然后左
、

右分别乘上 H
: (N )与 H狱M )

。

左
、

右乘只需 4N M一 4( N 十M )次实数加
,

计算

( 3 6 )式所需的实运算量为
:

f
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9
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当输人序列 y 为实数时
,

实运算量为
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由式 ( 37 )
、

( 3 8) 不难看出
,

利用 ZD
一

FCT 算法来计算 ZD
一

D FT
,

所需实乘比基 2 F F T

减少 50 %左右
,

实加减少 15 呱左右
。

与文 [ 1〕的快速多项式变换 (F PT ) 计算 ZD
一

D FT 比

较
,

当 N ~ M 时
,

乘法次数相同
,

加法次数略多于文 [ 1]
.

但当 N ) 淤 时
,

乘法与加法

次数均少于 D FT 的 FPT 算法
。

表 1 列出了上述各类 N X M 的 D C T
、

D S T 以及 D F T 所需的实运算量公式
,

其中N

= 2
‘ ,

M一 Z
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.
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