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可招回秘书问题

金治明 李晓杰

(系统工程与应用数学系) (航天部 4 1所 )

摘 耍 可招回秘书间题已由 Yan g
,

eP t ur cc eo l
,

C hoe 及 aB l研究过
.

本文将这个问题纳

入 S en ll 框架
,

用相对最好者的位置函数 W
n

代替通常的相对名次
,

我们得到了各种招回概

率下的最优停止规则
,

这些结果推广了文〔7〕一【9〕
。

关挂词 概率
,

最优
,

停止规则
,

招回
,

秘书间题

分类号 0 2 1 1

1 9 7 4 年 Y a 乒g 研究了可招回的秘书问题阁
,

他用 q ( ; )表示招回前第
;
个人成功的概

率
,

并假定 抓 0) 一 1
,

且 q 〔r) 是不增函数
,

该文主要讨论了 q (犷)二 q 与 抓 r) ~ 了 (r > 1) 的

情形
。

1 9 7 5 年
,

S m i t h (文〔2〕) 与本文作者 ( 1 9 8 6 年
,

文 〔3皿
,

〔4〕)考虑 T 可拒绝的秘书问题
。

此后 J
o s e p h

,

D
.

P e t r u e e e l l i ( 1 98 1年
,

文〔6〕)与 K
.

L
.

C h o e
及 D

.

5
.

aB l ( 1 9 8 3年
,

文〔7〕)推

广了 Y a n g 的结果
,

其中假定 q (0 ) < 1
,

甚至对较为一般的招回概率系列 {q (
二

)溉
,

都有较

好的结果
。

本文把可招回秘书问题纳入 S en ll 框架
,

用相对最好者的位置函数做 来代替一般的

相对名次 y
, ,

本文的方法可望用到一般报酬函数的可招回秘书问题
。

1 记号与引理

令 。 一 { (b : , b : ,

…
,

如 )
:

其中 (b
, ,

… ,

bN )是 z
,

2
,

…
,

万 的一个排列 }
,

且假定每个样本

点的概率是鑫
.

“ ` 、 曰 J ’

列一~ N !
’

了等于 口 的一切子集
:

讯 等于
n 一 b

; ,

b Z ,

…
,

b
二

中相对名次者的序号
。

如果 W
。

二

n 一 1
.

我们称 b`

为
n
前相对最好者

。

Z
,

二 1
,

表示
n
前相对最好者受聘

; Z
,

之 。表示她拒聘
。

假定
:

( 1 ) P ( Z
,

二 1 }W一
n 一 i ) = g ( n 一 i )

,

g ( r )是单调不增函数
。

( 2 ) 对 V j ) n ,

P ( z , = z }W
,

= 做 + j 一 n ,

z n = o ) = o ,

即此人拒聘
,

就再也不能受聘
。

( 3 ) 除非 ( 2 )之情形
, z ; , 2 2 ,

…
, z ,

是相互独立的
,

且 Z
,

只与 W
。

有关
,

与其它 W
` ,

i三 , 一 1 独立
。

j 犷耘一武二
, ,

w
Z ,

…
,

w
,

)
,

下面的引理是显然的
。

. 1 9 9 1年 4 月 1 7 日收稿

7 6



引理 l w
: ,

切
2 , ’ .

一 二 ,
是马氏链

,

且

、 .产、声、̀人O口
了.、了、P (二

, + ,
二 0 !二

二

= n 一 i
1

n + 1
0 簇 i ( 二 簇 N 一 1

P (w
, + ;

= 月
+ 1 一 i

P (w
”

}w
,

-

; n -
2

扮 一 忿
”

+ 1

0 镇 i

0 成 i 成 n 簇 N 一 l

成 n 镇 N ( 3 )
z一n

一一

下面称在第
n 步采用招回技术是指

:

在第
, 步录用

者
,

如果招回不成功
,

则继续观察并采用某种最优规则

。
前 (包括第

n 步 ) 的相对最好

x
,

= 习户 ( b、 二 1
,

Z
,

= 1 !了
.

) + P ( Z
,

令

~ 0
,

继续观察

并采用某种最优规则 舀而得最好姑娘 }乡认 ) ( 4)

下面简记
“
继续观察并采用某种最优规则 沙而得最好姑娘

”

为
“

由占而得最好
” 。

由

于

P (氏 = i
,

Z一 1 !w
,

= 1 ,

w
:

= 12 ,

…
,

w
,

= ” 一 i )

~ P ( w 二 一 N 一 i ,

Z
,

一 1 ! w
l

= 1 ,

w
:

= 1 2 ,

…
,

w
,

= n 一 i )

= P ( Z
。

= 1 }W
,

= n 一 i ) p ( W
、 = N 一 i }W

二

= , 一 i )

式中 i:

是满足

尸 ( Z
,

:

分
。 ( , ,-- 、 )

1 <红 ( n ,

八护 n 一 i 的数
,

同样

= o
,

由 占而得最好 }W
;

= 1
,

W
:
二 1 2 ,

…
,

W
,

二二二 越 - 之

= ( 1 一 q ( n 一 i ) ) P (由 沙而得最好 l砒 = n 一 i )

记 戈义~ 尸 (在第
n
步后继续观察第 k 步

,

而由某种最优规则而得最好者 }j 气 )

元一
e s s s n p E (欲 }夕盗)

t 〔 几+ i

这里 C
十 1

~ {lt t 为停止规则
, t之 ,

+ 1 )
。

因为 N 是有限的
,

由式 l( )而知
,

必存在
, 后的

最优的停止 古
,

于是 E (戈孚}j 犷
.

) = 乞 ( 5 )

从而

式中 夕
。 , `
一元 }

x
。

= 又 〔朵。 ( , 一 i ) + ( i 一 。 ( , 一 ` )元
, 、

〕I 〔二
一 , 一 `

二
( 6 )

气
二 ` 一 `·

X
,

有一个 M ar k vo 表示
,

因此

y
,

套
e s s s u p E ( X

,

隋犷
.

) =
t 〔 几

是 武讯 )可测的
。

显然 九
. `
二。

.

记

e s s s u p E ( X
,

}W
,

)
t 〔 .c

X
。 ,

、
= X

,

j叭
一 。 一 ` ,

X盆一 X
。 . 。

欢
, 、
一 孔 }叭一

` ,

搜 一 欢
, ,

引理 2 对一切 i (
, 成 N 一 1

、产、 .2叮」乃了O八ù,̀了气了气E `y一 ,W
·

一
` , 一

高
理一 +

击
欢一

,
`

礼 一

击踢
+

击机
, `



y
。

二 欢
, 、 甲 一理一

, 洲

军
l

j 又j 一 1 )
’

( 9 )

证明 E (欢+ , 』做 = n

P ( W
。

= n 一
「{ 猛
L J
气 , ” 一 口 ,

w 月+ 1 , 。

+

丁
、 一 , 一 `

.

、 十 1一 。 十 1一 、
长一」

一 : 十 1尸 ( w
二+ l

一 。 .w
,

一
* ) + ,

, 、 1
.
`尸 ( w

。 + 1

1
, ,。 n 、

一 刀 十 1 一 川 W
。

一 刀 一 l) 一 于下一下 ` +1 十 二- T - 万 , ,

+1
.
`

刀 ~ r i 刀 , ~ L

( 7 )式得证
,

下证 ( 8 )式
。

由 M a r k o v
性

,

V A 任男
, , t任 C

+ 1

尸 (戈犷任川 w
。

一 。 一` 一 , 呱乌
二 , )「p ` , : 任 A

,

W
一

“
,

W

一
` ,

+ P (公任 A
,

做
+ ,

~ n + 1一 i
,

叭 = n 一 i )」

一

击
尸 ( , : 。 A ! W

一
0 ,+

击
p ` , :一任 A ,W

一
+ `一 ` ,

所以
二 1

、 , 。 .

n 心

/ 一 `
一 刃干丁

z 补
`
十 不不丁

了 · 十 ,
·
`
·

由上式递推则得 ( 9) 式
,

而从 ( 9) 式可见 九
,
`

与 i 无关
,

故可记为 瓦
.

下面
,

我们认定在名中若下限大于上限则为 。 ,

在且中若下限大于上限则为

引理 3 记 喃 = 口 ( N 一 i )
,

( 1 0 )扫名式 一

(
些

号卿
-

K . 月+ 1

介 {
_ / . 、 、 , n 一

了 )
“ 、 刀 一

` 夕 丫 石二厂丁
“ ” + `

其中 V表示取最大
,

几 二武
,

长

n 镇N 一 1
,

则对任意的
, 毛 N 一 1

,

有

全 ( 1 1 )介一K
K ~ 月+ 1

E (入+ :

}W
,

= n 一 夕
·

击喻
( 1 2 )

弋
,
、
一 元十 ( 1 3 )一

刀q
ù入

一
n一N

气
. `
一 夕

。

+ 武
,

玲 = X头= 宁 ( 0 )

证明 只须证 ( 1 1 )
,

( 1 2 )式
,

由后退归纳法
,

因为

( 1 4 )

( 1 5 )

y N 一 X N -

E (殊 }W二一 ,

习 、 (N 一 j ) I 〔、 一 、 一少〕

j = 1

N 一 1
, 、 , . 、 .

1
, _ 、

= I v 一 1 一 习 = -一下下一 q 气I v 一
2 少一 下下q 气U 少

二 丫 J V

则 y N一 1
,

,

戈男
一 `

一 x N一 1
,
`

v E ( , 、 }w
N一 1

一 、 一
卜

、 ) 一

赞
+ 、

一 :

一 g ( 0 ) I [w广
。 ]
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夕二_ 1
,
`

= E (戈犷
`

l环
·

N _ ,
= N 一 i 一 i q ( 0 )

N

所以 ( 1 1 )
,

( 1 2 )式对
n 二 N 一 1 成立

。

假定 ( 1 1 )
,

( 1 2 )式对 N 一 1 ,

N 一 2
,

…
, n + 1成立

。

下证
n
之情形

。

由 ( 1 4 ) 式 )

"

习~ 叉
, 兮

华一
, 辫 二

s

粼
,

z气了一 i )
·

全

少 . 月十 1

N

不丢丽 (乳+ 乓 ,

J- . + 1

二井卜六
二 ,

+
,

] 气] 门~ l 少 名 全
K咭 . + I

醚 令一三一
_

K
,

粼
l

j (j 一 1 )
K翻 . + 1

迎
K

从 ,
,

一
耘

+

溉
及 `7 ,式知

,

。 , 、 : , r , . 、

1
。川

.

n

乙 、 了
· + , I诈
一

” 一 ’ 少 ~ 不干万
I 石+ ,

十 石丁万
, · + ,

·
`

一

击
( ,一 + 。 一 , +

击
`凡一 + 、 一 , 一 元一 +

击
、 一 +

击
、 一

一 又 十

击喻
所以 欢

、
一 X街

、
V E (欢十 :

}讯一 , 一 i) 一又+ 嵘

2 主要定理

本节对不同的招回概率系统 丈q ( )r }研究最优停止规则
。

定理 1 设 q (的 一 q簇 1
,

当
r ) 1 时

,
q ( r )三 P < q

,

则

( 1 ) 对一切 i < n镇 N 一 1
,

E (欢+ 1

IW
,

~ , 一 i ) > X
。 , `

( 1 6 )

这表明最优的规则必须是停在相对最好者的位置
。

(2 ) 存在一个正整数 S 二 S ( N
,

尸
,

q )
,

最优规则一定是不在前 S 一 1 步停止
。

(3 ) 当 q < 1 时
,

S 是满足下式的最小正整数
n :

钾 {
, . 1 一 。 } / 、 一 户( 1 一 。 )

1 1 { 1 ,
. 一 - 7 -一 l 又尧

—
笼二扁、 花 l q

-

( 1 7 )

当 q

其中

如果

如果

一 ` 时 S 一 `n `

{
· 之一

` - 全
J . ” + 1

1 、
.

}
丁一一育

二
二 P }

j 一
止 户

( 1 8 )

一
`n `

{
·
之 “ : ` - 全

j二 + l

1 ~ 。
}

-二- ~ - 笼
一 坦竺 Z U )

夕一 上一 J
( 1 9 )

( 4 ) 最优规则是
: a = i n f { k之 S

:

W
盛

~ o }

(5 ) 如果 q < 1
,

S 一 1 ,

则选到最好姑娘的概率

( 2 0 )

V 一 其
八酬1 +

1 一 q

k
( 2 1 )

g < 1
,

S之 2
,

则
, ,

_ ( S 一 1 ) P
,

S 一 1
V — - - - r 于-

~ 一 门一 - 一不下-一
义V 义V

、 ( 1 一 。 )
一 ,

仁且
.

1 一 q )
J 一 r se 一气

.

- l — l 」 气“ 少
尺 )



{
q ~ 1

,

5 2 2则 V =
S 一 1

N

合 1
,

( s 一 1 )户
/

`

; - - . 一
叫

丁 门一 - - 一 - 下下 -
~

-
二试 佗 一 1 , v

( 2 3 )
。 一 :

,

s 一 :
,

则 v 一 去
孟 丫

证明 ( D 用后退归纳法证明 ( 1 6) 式
。

当 n 一 N 一 l
,

i < N 一 1 时
,

` _ N 一 1 一 q
、 、 ,

N 一 1
、

_ N 一 1
`

孔万一 1
一 一一-

.

下于—
一 P V es

~
下下se

一
P 一 一一 ~

石尸一 P
孟 V 孟 丫 孟 V

所以 E ( y 、 }W
二一 :

= N一 1一 i ) > X 二一 l
,
`

.

现在假定 ( 1 6 )式对 N 一 l
,

N 一 2
,

…
, n + 1 成

、 。 ~ *
.

, . ,

一
、 n

+ 1
_

。
. :

戈
, 肠 F刘一叨 `久 n 十 土 月

,
瓜+ ,

一不厂
p

,

则

奋 _ {
n 一 q

, ` ~

—
I ~ ~ es 二, 二~ se —( 八 益= . + 1

众 }
、 , n n + 1 n

.

1拼
.

, P V 二~ 二一下
’
一不下一 P 一 下下 P

J、 l “
一

r l 孟 , 孟 v

ó名

故 E (九+ 1

jw
,

= n 一 i ) > X
, .

` ,

对一切 i < n
成立

。

(2) 由 、 `)r 一 ,
,

(r >1 ,
,

有弓一衅一
` ’

一弓
一 ’
一
益.P 另一方面

二二
片

(益
一

司
。 之舜

尸、
加

一 , )

孰
、

上述不等式随 j单调增加
,

右边随 j 单调减小
,

因此必有唯一的 S
,

使当 j之S 时
,

州之

叮
.

由于对一切 i ( 。 , E ( y
, 十 ,

}W
。

= n 一 i ) ) X
, .

` ,

故

。 = i n f { K 之 1 :
X

.

全 入 } = i n f { k 之 1
: x笼之 y呈} = i n f { k 之 , :

W
*

~ 0 } ( 2 4 )

( 3 ) q < 1 时
,

由 S 的定义
,

可见对
n ) S

,

q
凡一k归名_ _ f

n 一 q
, ` ~

一
1 ~ ~ ~ ~二 二 , ~ ~

—( 刀
( 2 5 )

K - 一+ 1

g一N所以

解此差分方程
,

遂得

凡 = 凡+ 1 .

n
+ 1 一 q

n
+ 1

, 之 5
.

( 2 6 )

z
口.J刀,..、、,.̀ó了.于

摊 q

N ( 1 一 q )
口 一 fl

, 1 一 q )
~ :

i , 广 一一下- l甘 J
凡 l

( 2 7 )

于是
一 i n f }

, 二 : : 。 之 杀,

气 止 V

一 i· f

{
· 二 1 :

亘(
1 +

宁 )
蕊 全二令迎 }

叮= 1时
,

由 ( 2 5 )式可得
, ,

,

召 1 )
兀 ,

~
二二 1 1 一 户 , 一 ,

丁 .

` v \ ,

或挥
1

] 一 1 1

于是 S = i n f { n 之 1 :
气 之

n
.

不户 )
边 V

一 in f{ , 之 r ’ : 1 一 全
了魏 . + 1

1 、

丁一一;
二
三 P j

J — 1

其中
r ’

一 i n f { n 之 0 : 1 一 名
少= 月+ 1

1

一 1
0 }

( 4 ) 由 ( 2 4 )式获证
。

( 5) 由 ( 2 4 )式
,

我们的最优规则是跳过最前面的 S 一 1个人
,

停在此后的第一个相对

8 0



最好者位置上
,

并招回录用相对最好者
,

也就是录用当前位置的人
。

如果录用受拒
,

则

继续观察并采用 占来挑选秘书
。

拒聘后的最优规则 8 是什么呢 ?

当
口一 n

时
,

有 戈;
, `

叠戈岌I叭
一卜

` ,

k 二 n
+ 1

,

…
,

N

则显然
,

, :
. 、
一

万
X
鑫

,
` ,

t 0

我们用 欢表示相应于 戈又的 y 序列
,

i之 n
+ 1

i镇 n

则

之 n
+ 1

i 簇 n

,’ǎU
y

产

!、
l

一一
ù欢

因为 K )
n

+ 1 > 。 ) S
,

因此 占就是挑选每一个新的相对最好者
。

如果 q < 1
,

且对一切 K ) S
,

w
,

护 o
,

表明最好的姑娘在最前面的 S一 1个人中
。

此

时如 S ) 2 ,

则
v 一 E x一鑫丁

。一。
X

*

+ , p `w
·
` “

,

` 之 s ,

标
.

…
,

、 _ , , 。
,

、 _

:0x
十
些分丝

S 一 1
.

P ( S 一 1 )
. ; - 丁;

,

-
`

一: 叹
,

, 尸 -一 - 一不下- -一
尺 气左 一 1 ) 义v

习抽
N

X习ó

记 H
.

- 酬
户 一 q

上

甲 一丁一
,

由 ( 2 7 )
,

( 2 1 )及 ( 13 )式有

x 君一架+ 九( : 一 、 )

止丫

k 汀 ,
( 1 一 q )

一 N g

K
, _

= 下下月
,
q

l V

, _ K
一

+ 1 一 q 。
J l ` — l 一 一一 - - 获井~ 一 ~ - . J J 二小 了

— l

才、 一 ’ `

一 … 一 ( 1 一 q )
· 讯 H

, .

1
夕

,

, -
` 丁 十 ; 下

目

-
;

,乌井
、 ] 一 1 丈 v

一 1

因此 E X
一

蒸宁
·

各瑙箭
,

兴了洋二箭卫

一 业录业 (煞去子
一 万毛万{瑙;彩洛沙

~

韶
2

一 业录1业 +

粽业气箭
1

而当 S 二 1 时
,

W
、

~ 0
, 。三 1

,

有

V

此即 ( 2 1 )式
。

如果 q二 1
,

如果 q一 1 ,

= E X
,

一 X 呈P (W
l

~
1

, ,

U ) = 下下月
i q 二

诬 V

叉行 f
N 怂 (

1 一 q
1

.

甲
甲

- 飞- 一
纪

一 1 ,

则 V = E X
。

~ X 呈P (W
l

= 0 )二工
N

s之 2
,

则

V 一 E X
,

- 勿示宁介 + 竺淤业



- 共早蚤于卫 , + 竺共具2兰

Jv 言二: 纪 一 1 Jv

(定理证毕 )

定理 2 对于一般的招 回概率系列匆 (: )) ---0U
, ,

最优规则是直到全部候选人考察完再录

用的充要条件是
:

对一切 ,镇 N 一 1

叮 ( r
+ 1 ) 、 N 一 1 一 q ( 0 )

一一一 7 , 丁 ~ 一 z
尹 ~ - - -不下

一
. ;

一q 叹r 少 义v
一 1

( 2 8 )

~ 一
_

“
.

_ L 。 , ~
, 。 ~ 一一 “ ~ ~ 二 1圳

, 、

联」乙
,

贝i口丁求用 王 U取灯拍眼俐愉平足 不 2
,

q Lr 少
·

孟 v

二薪

证明 必要性 由于此时 E ( y 、
fw

入 一 ,
= N 一 z一 i ) ) X , 一 1

, ` ,

从 ( 12 )
,

( 1 3 )式可见

N 一 1 _ , 、 : 八 、 N 一 l 一 g ( 0 )
_ / 、 ; , ; 、 :

/
、 :

,

一下汗 , -甘 气止 ,

一 U 尸
尸
一

-
~一刃于

一
叽

孟 v

一
1
一

i 尹 , `
众之 孟 v

一
1

诬 V J V

此即 ( 2 8 )式
。

充分性 用后退归纳法
,

如果 ( 2 8 )式成立
,

取 r 一 N 一 1
,

则 ( 2 8 )式表明 E (珠 }W
N 一 1

= N 一 1一 i ) > X 、 一 ,
.` , i蕊 N 一 1

.

如果 K = N 一 1
,

N 一 2
,

…
, ,

+ 1成立 ( 2 8 )式
,

即

E (人+ ;

}W
.

= k 一 i ) > X
。 ,`

( 2 9 )

由 ( 9 )
,

( 1 2 )
,

( 1 3 )式
,

( 2 9 )式等价于

令 z , 。 、 z f
,

, (万 一 i ) }
/

J
气丁 , 尸 es 产 es ; 丈

, 矛+ 1
润沪 口尸 下下 } 二 — - , 厂犷 - - - 气长尸 l

仁飞 ] 、少一 1夕
’ 一

J v \ q 又花 一 忿少 /

( 3 0 )

对 K 一 N 一 1 ,

…
, n + 1 成立

,

为证它对 h ~ n
时成立

,

只须证
:

l ~ 、 1

蔽万干1万
了; 十 `

笋 万
q ( N 一 i )

q ( n + 1 一 i )

q ( N 一 i )
q (九 一 i )

( 3 1 )

. , ,
_ _ 、 _ L _

一
,

,
、 _ _

~ ~ 一 ~ K
, 、 , . 、

一 。

从 ` z , )河 儿一 1气左气川一 1 展又
,

月划 介 = 万 q 又八 一左)
,

刊是

--N1习q ( 0 )

N

一 _ q ( 0 )

一
户̀

叶
`
一 下可, 甲

--Nl习+理十 1

盛= . + 1 圣
二 + l

q ( N 一 k )

N

n + l

--t 一一下下一 q气 J v
一 ” 一 1少

Z V

几一k

所以
1

, ,n 、 1
二7丁一产下戈 I石+ z ` 多 丁丈丁气尸育丈 q 气I V 一
儿 、 儿 ,尸 1 , n 气 ,’

.

T甲 l 夕

一 ` ’ ) 拭举丽 (
丝瑞于严丝!

” 一 ” 一 ’

)
q ( 0 )

n ( n + 1 )

. 二
甲竺一 乏
八 一 l 一

一卫二卫互一 ) 生 二丝丝二三匕
.

N ( N + 1 ) 一 N q ( n 十 1 一 i )

q ( 0 )

N 一 1

\ 1 9 ( N 一 i ) }
,

q ( n + 1 一 i ) }
弓浮 ` 二二 -下尸一~ 7 -二 - - - - 气芍 1 1 — 一- - 了一

-
甲丁 - - }

义v q 火n 一 1 一
艺少 \ q 气n 一

之少 /

旦鱼匕卫 f
_

N ( q

1

( n
+ 1 一 i )

_ 一一L一
~

{
q ( n 一 i ) )

(证毕 )

定理 3

0) (见定理

如果

对于一般的招回概率系统 (q ( ; )) 溉
` ,

q一 q (0 )镇 1
,

存在一个常数 s ~ S ( N
,
q

1 )
,

最优规则是 S 前不停止
。

口 ( r + 1 ) 一 N 一 1一口 ( 0 ) ,
、 ,

兰书分拼 《 二一若一冬二
, r 镇N 一 1 ( 3 2 )

g ( r ) \ N 一 z
, ·

一
盛 ·

令
一 `n `

}
· 、 ` :

皇竺上22成
,

早才华2 ,

q (
r

) 一 1一 b (” 十 1 )
( 3 3 )
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这里 b( n) =

q< : 1

q一 l

( 3 4 )

.、 .、 .,̀.叮夕

二
t忆ù11

1上一1上二
Lr一,J11、才

.

q

了

l
V jee||||ee

、

那么若在

者
。

证明

r
前没有录取到

,

则最优规则应是从
:
时开始依次录用每一个到来的相对最好

由于

E ( ,
, + ,

一w
,

一 , 一 , ) 一 二
, ,

` 二 二 二,

牛
二 、 + ;

一 }朵一 又{
、 ( , 一 、 )

“ , - i \ 注
v

l

令 “ 一

叫
·

刁
,

分
一又“ 卜

它
舫勤黔毗劲撇

。

在 ` 前 “ (`
1

,w

一
` ,

> X
。 , ` ,

所以不应该停止
。

下面证明第二个结论
:

( 1 ) 0 < q < 1
.

将证明对一切
r

( k ( N 一 1 , i ( k ,

X
.

, `
之 y ,

.
`

由后退归纳法
,

首先由 ( 3 2 )式
,

( 3 5 )式在 k 一 N 一 1 时成立
,

+ 2
,

…
,

N 一 z
,

i镇差
,

有 X
.

,
、

之 7 ,
.
` ,

且 夕一
k ( b ( k ) 一 q )

N ( 1一 g )

( 3 5 )

如果对一切
r < k一 n + 1

, n

则

、 一 }鑫一 ,
.

)
、 ( , 一 * )

\ I v l

理 一 粼 一 ,
,

+( 夺一引
。

户互荟牟
\ 二 v l 止 v

所以由式 ( 8)

右 1
, . , 。 . , , . 、 ; : 、

, `一 ,
= 又气, 蕊十 灭左 一 1少了 , 夕 =

(k 一 1 ) ( b ( k 一 1 ) 一 q )

N ( 1 一 q )

因而
,

X卜
;

. `
一凡一 ,

,
`

之 0

幼

(
k 一 1

N

。 )
, , _ . 、

~ k 一 1
`

I k 一 I k 一 1。 )
一 I 卜

i }q 又左 一 1 一 习 声己 - 一下
- 爪 = l we 弓下ee 一

目

- 下
~

- , , 】q 火花 一 曰
/ 人 \ 注 v “ l

令今

易知

一
卫二主二三王一 < 兰二丛生二卫

q ( k 一 1 一 i ) ~ 1 一 b ( k )
( 3 6 )

1一 b ( k )

1一 b ( k + 1 )
对于 K > r

是单调增的
,

所以对一切
n 之 r ,

皇立土丛2
: 〔 -生二兰二丝一

q ( 1 ) ~ 1 一 b ( n 十 1 )
( 3 7 )

于是
,

由 ( 3 6 )
,

( 3 7 )式可证得 ( 3 5 )式
。

( 2 ) q = 1
,

若
n 之 r ,

则

气 一 万 一 兀
,

理 一 兀+ 气 -

n

k ( k 一 1 )

1

k 一 1
( 3 8 )

·一N N

习一
n一N

一一

k一N
、

习
一一

ù欢

注意到
,

如果

;
护了

l
、

K = 介+ l

X
,

, 、
一 入

, `
之 o

,

则

X卜
;

.`
一 y卜

1
. `

) O拱
k 一 1

N
夕
` 一 ;

。
{宁

一 ,卜
1

)
。 (` 一 ` 一 ` , 之

。 “ 一 ` 一 ` ) 、

守
、

宁
一

守
、

)
、 (* 一 * )
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1

一-- 11一
q ( k 一 i )

q ( k 一 1一 i )
簇 一一一蕉汗= , 一

1一 b ( k 一 1 )
二 一 i ` 石硬觅)

名问

1 一 名
少 . 舀+ 1 j 一 1

所以 ( 3 5 )式可类似证得
。

易见 S毛 r
.

所以

r 二 * n f {
。 > , ,

望匕土卫 ` , 三早丛攀2代
l 一

一

q ( r少
一

1 一 口气儿 一 l 少

因为二之欢
` ,

对一切
,

沙
.

因此 、 一 {杀一引
。 ,

而且由 、 之定义
,

\ 二 , l

S 一 ·̀ `

{
· 之 ` :

分
一 元之 ”

}
一 i n f {n

之 l :
气 之 0 } 二 s

(N
,
g

,

0 )

由于 x 三~ x
, .

` ,

当停在
r 时而遭拒绝时

,

应该继续观察并录用每个相对最好者
。

这可

从下面的最优规则一般理论而知
:

d = i n f { n 之 1
:

X
,

之 长 } = i n f { , 之 s :
X

,

之 y
。

}

f i n f { r > n 2 5 :

X
.

全 欢 }

卜
,

当上述 { r > n Z , :
X

二

之 y
.

} ~ 护时

3 算例

3
.

1考虑 Y A N G [ , ]所讨论的情形

穿 ( 0 ) = z
,

则
/ , 、 、。 、 , q (r + 1) 、 N一 2、 且协 、 。 11 曰 入柳 , 由* 二二二 二二打五

,

。 口
、

( 1) 当对一切
r ,

兰丫分书 > 认尸牛时
,

最优规则是全部观察完后再录用最好者 (招回 )
,

\ ` 产

司
` ’ J

人
` ’

q ( r ) / N 一 1 ” 刁 ’

~
犷 u

~ 乃
J

~ ~
” 尸 `

四邓
/ 目 ` 曰 I J 门、 ` ’ J

~ 川 祠
、 J 曰

曰 ”

此时选到最好姑娘的概率是 工丫
N

` ` J
q ( j

, 。 、 、 , , 二 vi-J 抓 r + 1) / N 一 2、 。 .、 。 ,

, , * ,
, L

、 二
、 ` 尹 三习人耳— 叨 r ,

- 佗下丁犷- 之抢 ;
下下

. 一育 p彗
,
只幼牛七 J 日q 刁

、 刀工
J

代r 」」二叭贬5 日三

甘 、 I 少 J v

一
i

。

二
。

{ 1
.

1

二
1 /

,

}
O 一 In l ` ” :

一 十 -
-二-二 十

. ’ .

十 二节一一一二 尧之 1 2

( n n
`

十 1 J v
一 l )

(3 ) 定理 3 中的

一生一 {
j 一 1/买

2

尚
)

兴击丝}
,上

J夕.̀...t
、
`

//

一
ǹ `

{
· 全 ` :

{
` -

买
1

尚
- l 一 }
] 一 1 /

3
.

Z q ( r ) = qP
, , 0 < P < q < 1

由` 3 3 ,式
,

一
·̀ `

{
· 之` :

_ i n

{
, 二 1 :

望匕士卫 《 毕二竺卑
q ( r ) 一 1一 b ( n 十 1少

P成

一

丫f {
, .

1一 g )
_

n + 1一 , 飞
-一甘 曰 { l

甲
~

- r 一 1
.

—
!

.

一 芍
_

毛 邢 J 刀 J
-

一
二下下 , 一 - 一份一一一 卜

_

t f {
, .

1一 q } }
l
一 q 1 1 1 上甲 - 了一 } I

; 二石寻1 \ 尤 j J

一 ǹ `

{
·之 ` :

且
, .

1一叮 { / r
_

{
, , 1一 g }勺

一 `
l

1 , es
一下~ ~

1二尧 I甘 1 1 , ~
二下了 - - 丁 { l } I

` / ` \ 刀 ` 1
一 P 产 l 习 J



此时
,

由于
令芳2一 ,

,

可见在 · 之前
,

恒有 >P s聋裱鸽
万

.

这表明瓜 ,.<狱
,

所以

在 S 与
r
之间不必考虑录用

。

这时最优规则是跳过前
r 一 1个候选人

,

并且在
:
时录用相

对最好者
,

(不管它在哪个位置上 )
。

如果受拒绝
,

则继续观察并依次录用每一个到来的

相对最好者
。

此时最优停止
口 的值

! 一 ` ) + 艺 ( 1 一 、 ( r 一 `) )又p (做 一 r 一 * )二N
!

艺间V 一 E X
,

一 g ( r 一 i ) P ( W
r

=

据 X昙~ 舜枷 及川 ~ 票+ (1 一妇夕
: ,

有 又一兽
·

二 y 止 、

H
r

一 1

1一 q
’

于是
。 _ q l二 rP

,

[
_ _ 1一 P

r

v

一下下万二 , 万 , 厂 {
`

一甘 下
目

- 丁
J 丫 工

一尸 \ l
一 P

H
r

一 1

1一 q

_ 旦 厂1一 P
r .

{
_

一 下 于 } 弋厂- ~ -罗 , 广 l `

一z v L l 一 P \

q ( 1一 P
f

)

1一 P

H
r

一 1

1一 q 」g一N
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