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一类随机差分方程的解序列的最优停止规则

罗 建 书

(系统工程与应用数学系 )

摘 要 设报酬序列 {x . ,

界
, ,

) 。 }满足随机差分方程 x +. , 一石 + a’ 十瓦` + 1

伪
, ` 2 , ”

`

为白噪声序列 )
.

本文讨论了用有限情形 {几
,

o`
。
( N }的 S ne ll 包逼近无限情形 (几

, n
) 0} 的

Sen U包的条件
,

得到了禹 = E (石 }j 犷: ) (了: ~ a{
。。 , 。: ,

…
, ` }

, ` ~ 的的 Sen ll 包 乙的分解形

式和最优停时存在的条件
。

最后讨论了最优停止规则的迭代计算法
,

并得出了迭代过程在有

限步停止的充分条件
.

关镇词 最优停止
,

随机差分方程
,

R as hc
e
方法

分类号 0 2 1 1

设 (口
,

了
,

尸 )是完备的概率空间
,

哎了益
, n

) 0} 是递增的
。
代数族

,

每个 j 犷石关于 尸 完

备
。

设报酬序列咬x
二 ,

了
月 , n ) 0} 是随机差分方程

{
工

. + 1 = 几 十 a .

十 b
二

气+ ; ,

泞
。

” = 0 , 1
,

2
,

…
( 1 )

的解
,

其中 。 , , 。 2 ,

…为 {j 罕石
, n ) l }适应的正态序列

, 。 `

~ N ( o , 1 )
,

i = 1
,

2
,

…且 泞
。 , 。 ; ,

: : ,

…相互独立
, a 二

(瓦 )为可积的 j 犷
n

(了 :二 a( 。 。 , : 1 ,

… , ` )
, 。 。
一 0) 适应的随机序列

。

记了
一 {r,

r
为只 停时

,

(P r< co ) 一 ` }
,

认一 { r 任
乙

r

为 且 ixE < co }
, v 一理xE

一 7一
e s s s u p E (石 }少扁)

。

对于有限情形 {几 尸
夕扁

,

o ( , 成 N )
,

记 哪 = {: 任 C
, : 蕊 N }

,

对 =
r 〔 .c

e s s s u P E ( x
r

r 。才 只 ’
,

v

卜羚
E x

r .

易知 对 个N
,

V犷个N
.

记 乙= l im 理
,

V二= l im V犷
.

本
刀 4 伪 N ~ 国

文证明了当 “

烈一 , <一 `或存在可积随机变量 ,
,

2
,

… ) 及习 ( E咪)告< co 时
,

乙二 ,
。 ,

v 二= v ,

使得 E ( , }式 ) ) I名
。 *

I
, 。 一。

,

:
,

让 瓦 ~ E x(
,

卜罗二)
, , 一 O

,

1
,

2
,

…
。

记了
,

一 <r , r
为了二停时

,

尸 ( r < co ) 一 1 }
,

C

= { r 任了
t , E任

f

) ( co }
,

夕
。

= e s s s u p E临
:

l了: )
。

易知
,

兄= e s s s u p E ( x
r

lj 犷: )
。

记 犷
二

r 〔 《
r 〔哎

~ su p E云
.

芍1证明了当 E s
uP x才< co 且 E x 品 < co ( x 。 一 h m su p x

二

)时
,

存在可积适应序
r 〔 《
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月

列 { a
: ,

二
, n ) 0 }与一致可积 , 、 m

。 ,

二
, n ) 0 }

,

使得 夕
。

一
。

+

买
a一 且 。 一 `n `、m ) n ,

凡

” 厉 ,

}是 { x
, , , ) O }在 c 二中的最优停时的充分必要条件是对一切 m ) , 十 1 ,

有 1 {、知
》友,

~

0
.

a ·

1 S n e l l

易知
,

罄2 讨论了最优停时
。 ,

的迭代算法
。

包的性质与最优停止规则

方程 ( l) 的解为
” 一 1 . 一 1

x
。

一 泞
。

+ 名
a ,

+ 习b , 。 , + 、 , n 一 l ,

2
,

… ( 2 )
乏抽 0 乏. 0

从文 [ 1〕有

y
,

= m a x { x
, ,

E ( y
。 + ,

l了
,

) }
,

V
。

= E y
, ,

退归纳法得

)劣一 x 、 ,

)犷= m a x { x
, ; E ( y蕊

:

1了
,

) }
,

0
,

1
,

2
,

… ,

N
.

n = 0
, 2

,

…
,

对每一个正整数 N
,

由后

n 一 N 一 l
,

N 一 2
, 1

,

0 ; E y犷一 V犷
, n =

令 乙~ h m 对
,

v 二二怒 .Vff 利用文〔1」中定理 4
·

“
·

我们证明定理

定理
设 二̀

,

二
, n

) O }是 `1 ,的解
,

如果存在可积随机变量 ,
,

使得 ,买
a · }、 “ ` , }

j 犷
.

)
, n

证明

一 。 , 1
,

2
,

…
,

且名 ( E 醒 )告< co
,

则 乙二艺
,

代一 v ,

只需证对任意
r 任 C

, ,

有

因乙 ) 对 ) x
。 ,

“聚梦` 丁
: > 二 , (乙 ,

一

, ` d田 , 一 。

故 (乙 )
一

成石
,

从而只需证明对任意
二任 C

。 ,

有

,`思少`

丁
,>t

。 ,X ; , `d田 , 一 。
( 3 )

记 八
,

= 习
。 . ,

刀
,

一 习。* 。 + , ,

则 x ; ( !:
。

}+ 八 ; + 刀 ;成 }:
。

}+ E ( , }式
_ 1

) + 丑 ;
.

由

于习 ( E醒 )告< co
,

几圈 O

l im

所以

s U P }B
,

! P (己侧 )
a
~ 二

, 》 1 丁夏IB , l> a )

簇 l im s u P
a
~ 二

”
》 1 蕙

(

丁
、 .、 }> :̀ }” : , (“ 。 ) )` (

丁
魂,、 .》 。 }· :一 , (“ 田 ) ,`

簇 l im s u P
`
~ co

月孙 1
!

、 、̀ .笋
。 ,·`, ` d田 , ,`

柔
( E” : )`
卜

。

从而 {凡
, n ) 0} 一致可积

,

于是对
: e OC

,

丁
{ r > 。 }X ; , `d田 , 、

丁
、 r > , , ( . 0 . + , ; + 。 ; )尸 (、 )

簇
丁

; r > , , ` !`
。

! + , + B ; ) , ( J田 ) 一 。
,

(

一
)



定理得证
。

为了找出 {石声犷
. , , ) 0} 的最优停时的特征

,

我们先证下列定理
。

定理 2 设 E s
uP x才< oo

,

E x 品< co
,

则存在一致可积软 {m
。 ,

了:
, n ) 0} 和可积的

.

笋育适
” 妻 0

应的随机序列 “
二

,
,

使得 又一
,

+

惹
` 一 且 ` ,、 > ·

风一
。 。

一
这里 。 一 in `、m ) ” ,

下
,
二王

,

}
.

证明 令 王二二 h m su p瓦
,

则 凡一历二
.

这里 凡 ~ h m su p九
.

事实上
,

首先由 E s
uP x才< co 知

,

E s
uP 牙才< co

,

对每个正整数 m
,

取 n > m
,

则
. ) 0

又 二 e s s s u p E (王
r

Ij 犷二) 镇 E ( s u p牙 ,

!夕飞)
r 〔 《 ,李 ,

由较收敛定理得

夕二 二 l im s u p又成 lim s u p E ( s u p王 ,

}j 犷二) = s u p王 . ,

m = 1
,

2
, ·

…
.
~ 的

月
~ 山 盖》 . 益》 .

令 m 、 co
,

凡成王
二

.

另一方面
,

显然有几 ( 凡
,

故凡一王
二

.

由于临
,

)一 E 一
(x

.

}了: )簇 E ( x 川了二)
,

故 王二镇E ( x川 j 犷: )
,

从而 E了二< co
.

又由 E

溉对 < co 知
,

E 。 一 ) + < co, 从而 IE夕
一

!一 IE , 一 } < co
·

因为 {又
引
尹二

, , ) 0} 是上鞍
,

由上鞍的收敛性知h m 夕
。

~ 下二

长
, n ~ 0

,

1
,

2
,

一 牙。 )
,

l im Z
,

= 0
.

…
。

令 Z
,

~ 乙一 E (凡 !夕沈) 二元一 E任副 j 犷二)
,

且 E (下别多代)毛

则 乙妻 O且 E Z
,

一 E (乙

由于 {E任。 }夕二) }与 {E ( s u p王才
益》 0

E ( s u

正》

p x亡lj 犷二)
,

故 {Z
。

}一致可积
,

从而 lim E Z
,

= o ,

卜少飞) }一致可积
,

且 E临别 j 犷二)簇兄镇

{ 2
. ,

了二
, n ) o }为位势

。

由 D o o b
一

M e y e r

分解定理
,

存在唯一的零初值 自然增过程 {又
, ,

雳 :
, , ) 。 }

,

使得 z一 E (又别了二) 一又
, ,

其

中 又二 = l im又
。

且 E !Z
二

} ( co
.

令 : 。
一 。

,

:
,

一
(万

。

一又
, _ 1

)
,

则 :
。

《 。 且 z
。

一 E (又_ }只 ) + 名: ,
.

置 m一 E (又_ 十

王别
、

犷二)
, n 一 。 , 1 ,

2
,

…
.

因 E !牙
二

I< co
,

故 {m
. ,

夕飞
, , ) 0} 为一致可积鞍

。

可见 兀-

m
,

+ 名
: 二

由文 〔4〕定理 2
.

1 3之推论 1 知
,

又
。
一。 ,

又
, 十 :
一 Z一 z

,

一 E ( z
。 + ;

1
.

尹二)
, , = o

,

z
,

2
,

…
,

从而 :
, + 1
一 E ( z

, + :

}黑 ) 一 z
二 .

易知 万
二

一名 (几一 E (几+ 1

}界 ) )
,

因此
,

当
。 ,

> , 时
,

兀> 瓦
,

于是 瓦
+ 1

= E (兀
+ 1

} j 犷: )一元= E (又+ ;

l
,

夕二) 一 m a x {三
,

E (兄+ ,

卜笋二) }= o
,

从而

1嘎、 > : , a
。 + ,

= o a

一 定理得证
。

由定理 2
,

可得出
口 ,

为最优停止规则 (有限停时 ) 的条件如下
。

定理 3 设 E 毛罗` < co
,

如果 氏 任c
,

则 氏是最优停止规则的充分必要条件是对一切

m > , ,

有 1 、、
知

,及,
~ .0

证明 先证充分性
。

由定理 2
,

有

E (牙、 一 兄!只 ) ~ E俘 、 一 夕
。

l只 )



一 E ( 习 瓦 }只卜 E {习 z {、 孙 , ,̀ ,

{只卜
o ,

玉. 月+ 1 介
二+ l

因此 夕
二

一 E任
、 !只 )

,

由文〔1〕中定理 .4 2知
, “ 二

是最优的
。

再证必要性
。

若
口 ,

是 {王
二 , n ) 0} 的最优停止规则

,

由文 〔1」中定理

J犷: )
二

( 习
琳二 + l

又
.

由 定 理 2
,

E ( 习 1 、 笋
,

应,
!只 ) 一 E ( : 、 I只 ) 一 又

4
.

2 知
,

E (王 、 }

= 0
,

从 而 E

1、、 知
,“ .

)一
“

,

而 虱簇 。
,

故对一切 m > , ,

l 、、 、 ,a
一

。
.

(证毕 )

2 最优停时的迭代计算

由 芍1定理 3知
,

当 E 溉
x : < co

,

人 任 c 且对一切 m > ” ,

1、、 知
}` 一 0 时

,

氏 是最

优停止规则
。

但因 又一般很难计算
,

所以
,

寻求直接利用 {王
, , n

) 0} 计算 氏 的方法是很

重要的
。

记

M ( F ) 一 {C 一 ( C
。

)
,
( co

,

C
,

任 了:
,

几 一 口 }

T ( C ) ~ {: 任 了
` ,

{ r = n } C C
,

对一切
n }

气 ( C ) 一 i n f {k > ” ,

1几 = 1 }
, r ( C ) = 几 ( C )

对于 C 任 M ( F )
,

定义

C = { E (王 、 ( e )
I J犷二) ( 瓦 } 门 C

,

c 二 二 口

归纳地定义

C
。
一 (。 )

, 、 仍 ,

C
`
一 (C

` 一 `
)

’ ,

D一*00C
竺

,

D 一 ( D
·

)
· 、 -

aR sc he 证明了 (见文〔幻 :) 若对每个停时列 入 个
” ,

有 E云 : 、 一 {兜E王、 ,

则
r ( D )是

最优停时
。

本文证明了
r ( D )与

口。
的下列关系

:

定理 4 如果对任何上升的停时列 {几 }
,

有 E又: 、 一恤 E王、 且 E s

沙 x : < co
,

则
r ( D ) 一

口。
-

证明 由 R as hc
e
的上述结果知

,

最优停时是存在的
。

从文〔1〕定理 4
.

2 知
, 口。

任 c 急且

a 。

是最优停止规则
。

由文 〔3〕定理 2
.

11
.

5 与 2
.

n
.

6 知
, 。 。

是最小的最优停止规则
。

从

而 r ( D ) ) a o
.

因 r ( D ) ~ i n f {k > o
, 。 任 D

*

} = i n f {k > 0
, 。 任 C孟

,

j = o
,

l
,

2
,

… } = i n f { k > 0
,

E (王、 (口一 ` ,

!

j 罕二)簇牙
. ,

j 一 1 ,

2
,

… }
,

而 。 。
=

) , + 1 ,

j一 1
,

2
,

…
,

故

愚
· 1 1、 一

: , ,

记 ,
。

一 、口
。

一 }
.

在 ,
。

上
, 、 一 :

。 ,

而 二 ( e ,一 )

1
, .

E (王 er (口一 ` , l只 ) 蕊; 1人夕
,

二 1 , .

王
二 ,

j = 1
,

2
, ·

…

故在 A
,

上
, : ( D )镇 n ,

因此
, :

( D )蕊
0 0

.

(证毕 )

因定理 4 中的 r( D )是直接用 〔牙
二 , n ) 0} 作迭代计算而得出的

,

又
,

r ( D ) 二 a 。 ,

故给计

算最优停时
口。

带来方便
。

下面的定理 5
,

我们给出了这种迭代计算在有限步停止的一个

充分条件
。

8 9



定理 5 在 芍 1定理 1的条件下
,

若 三
,

二 E a(
.

卜夕 l )单调下降
,

一 C ~ …
, r ( D ) 一 : ( lC )为 { x

。

}在 c 急中的最优停时
。

先证引理
。

且 U {云
.

簇 O }= 口
,

则 C二

引理

= l im E至
,

证明

于是

在 弓1定理 的条件下
,

设递增的停时列 {` }满足
s
uP 氏 ~ d < oo a · · ,

则 E元

因 l im 氏 = 。 < 二
,

故 l im
, {、 一 ,一 1 ,

一
,
·

注意到 E : 、 一

买
E `、 1 、̀ 一 , ,

,

而

E .;
. 1 ,、 一 , ,

}、 E .。
。

,p (。 一 * ) 、 E . , 1 <、 一 * ,
} + E

J呈、 、 十 1 1 {、 一 ,

}

名 E ( , * z很、 一 , , ) ( E {右
。

lp (
口。

) m ) + E } , 1 {、 , . ,
l + E (叮l 哎、 ) · } )

·

故 {口
.

) m } C {a ) m }
,

而 P ( a ) m )一 0 ( m 一 co )
,

故对

( E 一氛一尸 ( 。 ) m ) + E I, z , ,妻 . ,
l+ E (。爹l 《

, ) . , )名 ( E鲜)晋

习 ( E付)谧
j = O

一致地有

~ 0 (从一 oo )

县{煦 E ` ,
, ` {、 一 , , }

。

易知 { E (:
· 1 ,、 一 , ) }关于一致可积

,

所以

l im E王
。 一

买{恤 E ` , 介` 硬、 一 ’ }

一

菩{“ (沈
,

·
“ 、 一 ,

) }- 习 E (牙
. 1 ;一

* , ) = E牙二

定理 5证明 由上述引理知
,

对所有使得
s
叩久 ~ 6 < co 的上升停时列 {氏 }

,

有 E王
,

~ h m

E牙
,二
从文〔2〕定理 .2 1 之注

, : ( D )是最优停时
。

因为 C 一口
,

故 几 ( 0C )一 n + 1
,

从而

氏 = ( C三)
’

= {E (王
二+ 1

!穿: ) 镇 瓦 } 门 C

几 ( C
`
) = i n f {k > , ,

万`
蕊 。 } > n , , =

= {互
二

《 0 }

0
,

1
,

2
,

…

( E付)晋< co 知
,

{及
,

界
, n ) 1 } (及 一 E (习瓦

、 + 1

)
, n 一 z , 2 ,

… ) 是一致可积

oD
o b 停时定理

,

E (凡 cl( ,
}黑 )一及

.

于是
,

由伍
。

}单调下降知

C = ( C )
’

= {E (至、 ( e ` ,
I黑 ) 簇 瓦 } 门 C孟

、 ( e l )

一 {E (名风 }只 )成
o
} n {风 成 o }

一 {及
二

( 0} -

同理可知
,

由定理

停时
。

氏二 C 一一 所以众 二 门C

民
, n

~ C
,

4 知
,

如果 {x
。 ,

.

尹盗
, n妻 0} 满足定理

一 O
,

1
,

2
, . “

D = C , , r ( D ) 二 : ( C
,
)

。

(证毕 )

5 的条件
,

则 a 。
= i n f { n ) o , 互

。

镇。 }是最优
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R a s e h e m e t h o d

中国电子工业总公司

中国电子工业总公司拥有机电部原直属 电子企事业单位
、

原电子部重点军工企业和骨干企业
。

其具

备生产
、

科研
、

建设
、

销售
、

外贸
、

金融
、

教育和服务的功能
。

其科学技术力量强大
,

所属研究所有 3

万多科研技术人员
,

所属大中企业有 4 万多工程技术人员
。

中国电子工业总公司职能机构有
:

办公厅
、

计划局
、

生产局
、

科技质量局
、

军工局
、

系统工程局等
。

现总经理张学东
、

副总经理王金城
、

吕新奎
。

中国电子工业总公司是中国电子工业的
“

国家队
” 。
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