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一种锥比率数据包络分析模型及有关结论

张干宗 刘建雄

(系统工程与应用数学系 )

摘 要 本文研究一种锥 比率数据包络分析模型
,

它既能反映各项输入或输出的相对重

要性和对某些决策单元的偏好
,

又可单纯地评价决策单元间的相对技术有效性
。

本文着重讨

论这一模型的 D E A 有效性与多目标规划非支配解的关系以及有效决策单元的存在性等间

题
,

论证了有关结论
。

关键词 数据包络分析
,

锥 比率
,

D E A 有效性
,

决策单元
,

非支配解

分类号 0 2 2 3

数据包络分析 ( D E A ) 法是一种多指标决策方法
,

也是确定多输入多输出情况下的

有效生产前沿面的一种非参数统计分析方法
。

它是根据一组决策单元的输入
、

输出值来

推断各决策单元的相对有效性
。

第一个 D EA 模型是 1 9 7 8年 由 A
.

C h ar en s
等人提出的

C
Z
R 模型 1j[

。

从实用角度考虑
,

这种模型存在两个问题
。

一个问题是
,

按照这种模型评判

出的有效决策单元
,

不仅是技术有效的
,

也是规模有效的
。

它所对应的生产可能集是一

个多面凸锥
。

但对于许多实际问题
,

锥性条件实际上并不成立
。

另一个问题是
,

按这种

模型评价一个决策单元的相对有效性时
,

实际上是选取对该决策单元最有利的输入
、

输

出权系数
。

但在许多实际间题中
,

各项输人或输出的重要程度不尽相同
,

甚至差异很大
。

这两个间题使 C
Z
R 模型的实用范围受到很大限制

。

1 9 8 5 年
,

提出了 C
Z
G S

Z

模型 lj[
,

其对

应生产可能集是多面凸集
,

不满足锥性
,

它可以评判出单纯技术有效的决策单元
,

从而

解决了上述第一个问题
,

但它仍未解决第二个问题
。

1 9 8 7 年
,

提出了 C
Z

w H 模型 〔,〕 ,

它

在 C Z
R 模型的基础上引进了锥比率条件

,

用以体现各项输入
、

输出的相对重要性
,

并能

反映决策者对某些决策单元的偏好
,

从而解决了上述第二个问题
,

但它未解决第一个问

题
,

其对应生产可能集是一般的凸锥
。

根据实际应用经验
,

我们认为较为实用的模型是

将 C
Z
G S

Z

模型和 C
Z

W H 模型结合起来
,

即在 C
Z
G S

Z

模型的基础上引进锥比率条件
,

以形

成一种新的锥比率数据包络分析模型
。

这种模型能同时解决上述两个问题
。

它既不要求

生产可能集满足锥性条件
,

又能反映各项输入
、

输出的相对重要性和对决策单元的偏好
。

同时也能解决有效决策单元过多或过少的间题
。

因此这种模型的实用范围更为广泛
,

也

更易被决策者所接受
。

新近魏权龄等人又提出了综合的 D E A 模型 C
,

w y 模型 2j[
,

但由于

C
Z

W Y 模型没有引进决策锥 K
,

所以它没有完全包含上述锥比率 D E A 模型
。

本文对这种

,
1 9 91 年 7月 1 2 日收稿
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可用来单纯地评价决策单元间相对技术有效性的锥 比率 E D A模型进行了研究
,

建立了

有关概念和结论
。

1 模型及相对有效性

设有
n
个决策单元

,

第 j 个决策单元的输入数据组成 m 维 向量 X , ,

输出数据组成 S

维向量 Y , ,

记矩阵

X 一 ( X
l

… X
,

)
,

Y 一 ( Y
, … Y

,

)

设 V仁 E 言
,

U仁 E广
,

K 仁 E广均为闭凸锥
,

且 int V笋笋
,

int U 并笋
.

并设

X
,
任 i n t (一 V

’

)
,

Y ,
任 i n t (一 U

’

) ( j = z
,

…
, n )

其中 V
’ ,

U
`

分别表 V
,

U 的负极锥
。

对于决策单元 j
。 ,

考虑凸规划问题

( C P )
:
m

; , x 产 T Y o
+ 产。

= U 户

5
.

t
.

扩X 一 产T Y 一 两 E 任 K ( 1)

田 T
X

。
一 1

,
田 任 V

,

产 任 U
,

产。
任 E l

其中
,

X
。 ,

Y 。
分别为 X

, 。 ,

jY
。

的简记
,

E 表示分量全为 1 的 n
维行向量

。

由 K 仁 E 才知

护X 一 产 T y 一 八 E 之 0

于是
,

对问题 ( C P ) 的任意可行解 。 ,

产
,

两
,

均有

声Y 。
斗

一

产。
毛 。 T

X
。
一 1

即知问题 ( C P )的最优值不超过 1
.

为阐述方便起见
,

我们称由凸规划 ( C P )所表达的 D E A

模型为 C
Z
Z L 模型

。

它不同于 C
Z
G S

,

模型
,

也不同于 C
Z

W H 模型
。

它对应的生产可能集为

T 一 { (X
,

Y ) l ( X
,

Y ) 任 ( X “
,

Y “ ) + (一 V
’ ,

U
’

)
,

` 任一 兀
’ ,

艺
` ,
一 l }

容易验证 T 满足凸性和无效性
,

但不满足锥性
。

定义 1 若问题 ( c P )存在可行解 酬
,

尸
,

川
,

满足

“ o
任 i n t V

,

产 o
任 i n t U

,

产OT Y 。
+ 产名=

则称决策单元 j
。

为 D E A ( C
Zz L ) 有效

。

根据锥对偶理论闭
,

可导出问题 ( C )P 的对偶规划为

( D P )
:
m i r一口 = U 刀

5
.

t
.

X 又一 夕X
。
任 V

.

一 Y又+ Y 。
任 U

’

( 2 )

万
` ,
一 1

,

“ 任 一 K
’

j= l

且知
,

如果 ( C P )和 ( D P )均有可行解
,

则 ( C P )和 ( D P )均有最优解
,

且最优值相等
。

注意

到这里的 ( D )P 必有可行解
。

如取 又
’

为第 0j 个分量为 1 的单位向量
,

取 6
’

一 1
,

则易验

证 厂
,

6’ 是 ( D )P 的可行解
。

因此有如下结论
。

系 1 若 ( C P )有可行解
,

则 ( C P )和 ( D P )均有最优解
,

且最优值 U石一 U声镇 1
.

对于 ( C P )
,

若取 V 一 E盆
,

U 一 E广
,

K 一 E才
,

便成为 C
Z
G S

Z

模型
;
对于 ( D P )

,

若去
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掉条件 习凡一 1
,

便成为 zC W H 模型
.

易知
,

相应于这三种模型的 D E A 有效性之间的

吴系有最
结论

。

系 2 若决策单元 j
。
为 D E A ( C

Z

w H )有效
,

则决策单元 j
。

必为 D E A ( C忆 L )有效
;
若决

策单元 j
。

为 D E A ( C
,
Z L )有效

,

则决策单元 j
。
必为 D E A ( C , G S , )有效

。

用 D E A (V
,

U
,

K )表示对于给定的锥 V
,

U 和 K 全体 D E A ( C
Z
Z L )有效决策单元的集

合
。

易知有如下结论
。

系 3 若 Vl 〕 俨
,

U
I〕 U

Z ,

K
l〕 K

Z ,

则

D E A ( V
l ,

U
` ,

K
`
) 〕 D E A ( V

Z ,

U
Z ,

K
Z
) ( 3 )

2 D E A ( C zZ L )有效性与多目标规划非支配解的关系

考虑多目标规划问题

( V P )
: V 一 m i n F ( X

, Y ) 一 (人 ( X
,

Y )
,

…
,

几
+ ,

( X
,

Y ) )

5
.

t
.

( X
, Y ) 任 T

( 4 )

式中
,

x ~ x(
: ,

…
,

介产
,

Y = ( y
, ,

…
,

y
:

)
r ,

九 (`
,

Y ) 一

才
x ,

L一 y卜
,

( 1簇 k 簇 m )

( m 十 1 成 k 镇 抓 十 s )

T 为前节所示的生产可能集
。

定义 2 设 ( X
。 ,

y0 ) 任 T
,

如果不存在 ( X
,

Y ) 任 T
,

使得 F ( X
,

Y ) 任 F ( X
。 ,

Y
。
) + ( V

’ ,

U
`

)
,

且 F ( X
,

Y )笋 F ( X
。 ,

0Y )
,

则称 (X
。 ,

矶 ) 为多目标规划间题 ( V P ) 关于 V
`

x U
’

的非支配解
。

并考虑下列规划问题

(户)
:
m a x a 几一 + b sT + = U ,

5
.

t
.

X 又十 s -
一 X

。
二 0 ( 5 )

一 Y又+ s +
+ Y

。
二 0

一 万凡+ 1 二 “

J . 1

义任一 K
奋 , s 一任一 V

. , s十 任一 U
.

式中
a 任 i n t V

, b任 i n tU
.

沪 ) 的对偶规划为

( 6 ) ; m i n创 TX
。
一 产 T

OY 一 产。
二 v D

5 .

t
.

扩X 一 声Y 一 产。 E 任 K ( 6 )

田 一 a 任 V
,
产 一 b 任 U

定理 1 设决策单元 j
。

对应的 ( X
。 ,

Y
。
)是多目标规划间题 ( V P )关于 V

’

x U
’

的非支配

解
,

则规划问题沪 )和 (亡)的最优值为零
。

证明 令 义
`

为第 j
。

个分量为 1 的单位向量
, s 一 “

~ o , : 十 ’

二 o ,

易知 扩
, ,
一

, , + ·

为

( p ) 的可行解
,

对应 目标函数值 U声~ 0
.

由 (X
。 ,

y
。
)是 ( V P )关于 V

`

x U
’

的非支配解可

知
,

不存在 完使 (X 孟
,

n ) 任 T
,

F (X A
,

yA ) 一 F ( X
。 , Y 。

) 任 (V
’ ,

U
’

)且 F ( X又
,

n )沪 F ( X
。 ,

玖 )
.

即不存在 义任一K
. ,

使得
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X 又一 X
。
任 V

’ ,

一 Y又+ Y
。
任 U

· ,

艺凡

和 ( X 又一 X
。 ,

一 Y又+ Y 。
) 护 ( o

,

0 )

同时成立
。

即知
,

对于沪 )的任意可行解 又, : 一 , , + ,

均有 ( s一 , : + ) = ( o
,

o )
.

从而知沪 ) 的

最优值为零
。

再 由对偶定理知 ( 6 )的最优值亦为零
。

(证毕 )

定理 2 如果问题 (自的最优值为零
,

则决策单元 j
。
必 D E A ( C

Z
z L )有效

。

证明 由对偶定理
,

间题 (D )的最优值为零
。

设 (D ) 的最优解为 。 ` ,

产
’ ,

川
,

则有

令风

。 份 T X
。
一 产

’ T
y

。
一 产0’ 一 。

由 。 ’

一 a 任V 和 a 任 int V 可知 。 .

任 int v
.

同理 产
`

任 int .U

,产 o , 产合
田

’ T X
o

则有扩任 int V
,

尸任 int U
,

砂 T X 一尸
T Y一川E 任 K

,

且

扩
T
X

。 = 1
,

尸
T Y 。

+ 川 一 1

所以决策单元 j
。

为 D E A ( C
Z
Z )L 有效

.

(证毕 )

定理 3 若决策单元 j
。

为 D E A ( C
,

ZI
J

)有效
,

则决策单元 j
。

对应的 (X
。 ,

Y
。
)是多 目标规

划问题 ( V P )关于 V
’

x U
`

的非支配解
。

证明 由决策单元 0j D E A ( C Z Z L )有效
,

存在 (C P )的可行解 扩
,

尸
, 产名

,

满足

扩 任 i n t V
,产0
任 i n t U

,

产OT Y
。
+ 片 = 1

从而有

扩 T X 一 尸
T
Y 一 川E 一 (扩 T X

。
一 尸

T
Y

。
一 川 ) E 任 K

于是
,

对任意的 `任一 K
· ,

艺凡一
,

有
j . 1

[扩
T X 一 产 o T Y 一 (。

o T
X

。
一 产o T Y

。
) E 〕又 ) o

即有 。 OT X 又一 尸T Y又 ) 。 OT X
。
一 尸

T

OY

对于任意的 ( X
,

Y )任 T
,

有

X ~ X孟
一

十 X
, , Y ~ Y几+ 丫

其中 `任一 K
` ,

艺凡一
1

,

刃 任一 v
` ,

丫 任 u 二 注意到
夕. 1

。 o T X
` 》 o

,

产O T Y `

镇 o

因此有
o, o T

X 一 产 o T
Y ~ 扩

T
X孟一 产 O T Y又+ 田 OT X

`
一 产 OT Y`

) 砂
T
X

。
一 产 o T

Y
。
+ 。 o r X

,
一 产昨Y

`

) 。 o T X
。
一 产 o T Y 。

即得知
。 OT X

。
一 尸 T Y

。
二 n l l n

( X
一

Y )〔 T

(田
o T X 一 产o T Y ) ( 7 )

假如 ( X
。 , Y 。

)不是 ( V P )关于 V
.

X U
’

的非支配解
,

则存在 ( X
, Y ) 任 T

,

满足

F ( X
, Y ) 一 F ( X

。 ,

Y
。
) 任 (V

. ,

U
`

)
,

且 F ( X
,

Y ) 笋 F ( X
。 ,

Y
。
)

即 ( X 一 X
。 ,

一 Y + Y
。
) 任 ( V

’ ,

U
`

)
,

且 ( X 一 X
。 ,

一 Y + Y
。
) 笋 ( 0

, o )

由 。 。
任 i n t V

,

产。
任 i n t u

,

可知 [`〕



砂
T

(X 一X
。

)< o, 产o T (一 Y + Y 。
) < 0

从而有
田OT X 一 群OT Y < 田OT X

。
一 尸 T Y 。

此与式 ( 7 )相矛盾
。

所以 (X
。 ,

Y 。
)必为 (V P )关于 V

’

X U
’

的非支配解
。

(证毕 )

综合定理 1
、

2
、

3 ,

即得如下结论
。

定理 4 下列四个命题等价
:

( 1 ) 决策单元 j
。

为 D E A ( C
,
Z L )有效

;

( 2 ) 决策单元 j
。

对应的 ( X
。 ,

Y 。
)是多 目标规划 ( V P )关于 V

’

x U
`

的非支配解
;

( 3) 规划间题沪 ) 的最优值为零
;

(4 ) 规划问题 (D )的最优值为零
。

定理 4 说明数据包络分析 (C
,
Z L )模型可以作为求解一类多 目标规划的方法

。

同时也

说明可以通过判断问题 (户)或 ( D )的最优值是否为零来检验决策单元的 D E A ( C
,
z L )有效

性
。

特别当 V ,

U
,

K 均为多面凸锥时
,

决策单元 D E A ( C
Z
Z L )有效性的判断可化为求解

线性规划问题
。

若

V ~ { v
IA

v 基 。 }
,

U = { u }B
u 鉴 。 }

,

K = {产 }厂C 璧 。 }

则 V
’

{A
T v `

}
v ,

之 0 }
,

U
’

一 {B
T u `

}u
`

里 。 }
,

K
’

二 {一 C又`

}刃 之 0 }

这时间题沪 )可化为如下线性规划问题
:

m a x (一 a T A T U
`
一 占T B T“ `

)

5
.

t
.

X C又
`
一 A T v `

~ X
。

( 8 )

Y C又
`
+ B T u 二 Y

。

E C又` 一 1

风,

之 0 , v ,

里 0
, u ,

里 0

如果 V 一 { A
T。 `

!。
`

之 。 }
,

U = {B
T产`

1产
`
之 。 }

,

K = {厂 }尸C 之 。 }

这时问题 (D )可化为如下线性规划问题
:

m in (口
T A X

。
一 月

T B Y 。
一 产。

)

5
.

t
.

。 宁A X C 一 洲
T B Y C 一 肠 E C 里 b T Y C 一 a T

X C (9 )

以 之 0
,

尸 里 O

在实际应用时
,

一般选取 V
,

U
,

K 为多面凸锥即可
。

因此
,

定理 4 实际上也解决了评价

D E A ( C
Z
Z L )有效性的计算间题

。

3 D E A ( C
Z
Z L )有效决策单元 的存在性

对于一般情形的 C
Z
Z L 模型

,

不能保证 D E A ( C
Z
Z L )有效决策单元一定存在

。

但对于

K 一 E才的情形可以证明 D E A ( C
Z
Z L )有效决策单元的存在性

。

为此先证明如下结论
。

定理 5 当 K 一 E广时
,

多 目标规划问题 ( V )P 存在关于 V
`

x U
`

的非支配解
。

证明 任取 ( X
。 ,

0Y ) 任 { ( x , ,

jY )J j ~ 1
,

…
,

司
.

考虑规划问题 (自
。

当 K ~ E才时
,

(和化

为

(户
1
)

:
m a x ( a T s 一 + 占T s + )
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5
.

t
.

X义斗
一

s一 = X
。 ,

Y孟一 s + = Y 。
( 10 )

E又 = 二 1
,

又里 0 , : 一 任 V
’ , : + 任一 U

’

易知 (户
,
) 的可行域不空且 目标函数值有界

。

故 ( p
,
) 存在最优解

。

设其最优解为 又
’ , : 一

,

: ’ 十
.

令

戈 = x 几
一

x
。
一 : 一

,

夕 = Y又

一
Y 。

+ s ` +

显然 (戈
,

夕) 任 T
,

如果 (戈
,

夕)不是 ( v P )关于 v
’

x u
`

的非支配解
,

则存在 (戈
,

夕) 任 T
,

使

得

(戈一 戈
,

一 夕+ 夕) 任 ( v
· ,

u
·

)
,

(戈 一 戈
,

一 夕+ 夕) 笋 ( o
,

o )

记戈一戈= : 卜
,

夕一夕= ,叶
,

则
: 卜任 v

’ , , o + 一 u
. ,

且 ( s 。 一 , : 0 + )笋 ( o
,

o )
.

由戈一夕任 T
,

存

在 义) O和 公任一V
` ,

应任 U
’ ,

使

戈 一 x 久+ 公 ,

夕一 Y久+ 澡
,

E 久一 1

从而有

x 久+ 公一 ( x
。
一 : , 一 ) = : 卜

,

Y又+ ` 一 ( Y
。
+ : ` + ) ~ :叶

再令 扩 = s ’ - 一 5 0一
+ 云

,

亏+ = s ’ + + 5 0+ 一 云

则有 x 久+ 亏一 x
。 ,

Y久一亏+ = v 。 ,

且 扩 〔 {一 v
’ ,

亏+ 任 u
’ .

即知
,

又
,

亏一
,

亏+ 是问题 ( p l )的

可行解
。

再 由
a 任 i n t V 和 b任 i n t U 和 ( s `,一 , 5 0+ ) 祥 ( 0

,

o ) 可知
a T公一 b r 成 ) o

,

一 a T s o一
+ bsT

o+ > o

从而有
a T兮一 + b T

兮+ > a T s
一 + b T s . +

此与 又
’ , : ’ 一 , , ` + 为 (户

,
) 的最优解相矛盾

,

所以 (戈
,

夕)即为 ( v p )关于 v
.

x u
’

的非支

配解
。

(证毕 )

定理 6 当 K 一 E才时
,

至少存在一个决策单元是 D E A ( C忆 L )有效的
。

即 D E A ( V
,

U
,

E洁)护人

证明 由定理 4 知
,

只需证明存在 ( X
。 ,

Y 。
) 任 { ( X

, ,

jY ) }j 一 1
,

…
,

n}
,

它为 ( V )P 关于 v
’

x u
’

的非支配解
。

由定理 5
,

当 K 一 E才时
,

( v )P 存在关于 v
’

x u
.

的非支配解 (戈
,

夕)
.

由(戈
,

夕) 任 T
,

存在 支) o 和 艺任一 v
’ ,

应任U
` ,

使

戈 = X 文+ 艺 ,

夕 = Y 丈+ 左
,

E又= i

假如 (X , ,

矶 ) ( j 一 1
,

…
, n )均非 ( V P )关于 V

.

x U
`

的非支配解
,

则存在 刃 ) o , v ,任一 V
’ ,

u j 任 u , ( j = i
,

…
, , )

,

满足

( X 又
,
+ v 少 ,

一 Y万 一 u 少 ) 成 ( X , ,

一 jY )
,

j ~ 1 ,

…
, n

E 刃 一 1 ,

j 一 1
,

…
, n

从而有

艺 x( 刃 +
” , ,

一 ” 一 ;u) 凡镇 万 X(
, 一 )jY 凡一 X( 支

,

一 抓 )

即有 (X (艺夏
, ` ,

)+ 万凡
v , ,

一 Y (万又户
,

)一 万凡
u ,

)簇 (戈 一 ”
,

一 夕+ 衣)

、 一 万凡jA, vo 一 直, v , + 。
, u 。

一 万凡
u ,

+ “

::lj
·

艺间



则有

且

( x 又
。
+ v o ,

一 y 又
。
一 u 。

) 镇 (戈
,

一 夕)

尸 ) o
,

E又
o
= 1

, v o
任一 V

’ , u o
任 U

’

此与 (戈
,

夕)为 ( v p )关于 v
’

x u
’

的非支配解相矛盾
。

(证毕 )

对于 K 尹君 的情形
,

可以举出不同的例子说明
,

D E A ( C
Z
Z L )有效决策单元可能存在

也可能不存在
。

例子从略
。
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