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整数线性规划问题的一个新算法

谢 政

(系统工程与应用数学系 )

摘 要 本文给出求解整数线性规划间题的一个算法
.

基本思想是通过求出其伴随线性

规划问题的最优单纯形表
,

把整数线性规划化成正整数系数的不定方程
,

然后从不定方程的

非负整数解集中选取一组满足整数线性规划的约束条件的解
,

作为整数线性规划的最优解
。
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整数规划的应用已扩展到许多领域
。

研究整数规划的解法
,

既有理论意义也有实用

价值
。

本文给出求解整数线性规划的一个算法
,

其基本思想是利用整数线性规划与数论

中一次不定方程组的关系
,

把整数线性规划化成较简单的正整数系数的不定方程
,

再从

不定方程的非负整数解集中寻求整数线性规划的最优解
。

1 整数线性规划与线性规划

考虑整数线性规划问题 兀 La x x 。
~ C X

( A X 二 b

(X 之。 整数

其中 A 是 m X n
矩阵

, C 为 n
维行 向量

,

b 为 m 维列向量
,

X 为 n

并且式 ( 1) 中所有数据均为整数
。

记 S 一 {X IA X 一 b
,

X 之 O整数 }
,

T 一 王X }A X 一 b
,

X 之 0}

( 1 )

维列向量
,

A 的秩为 m
,

划间题为

设 B 是 A 的 m

r n a X 了。

丫〔 T

C无

,

则 ( 1) 式的伴随线性规

( 2 )

阶非奇异子矩阵
,

则 ( 2) 式化为

m a x x 。
一 C o

B
一 ` b 一 ( C

o B 一 ’
N 一 C N ) X N

才
X

·

三
刀 一 `b 一 刀一 ’

N X N

t X
。 ,

X 、 2 0

( 3 )

这里 X
。
为基变量组成的 m 维列向量

,

X N 为非基变量组成的 ( , 一 m ) 维列向量
;
令 R 为

X N 的下标集
,

N 为 A 中对应于 R 的那些列向量构成的子矩阵
; C ,

和 C N
是 C 中分别对

应于基变量和非基变量的那些分量组成的向量
。

记 A 一 a(
, ,

…
, a 。

)
,

D 一 }de t B 1
.

因 A 和 b 中元素均为整数
,

所以 D 为正整数
,

且 B 一 `

一
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b和 B 一
la

,

的第 i 个分量可分别写成 久 / D 和 凡 / D 的形式
,

i ~ 1
,

…
,

m
,

j ~ 1
,

…
,

.n

定理 1 问题 (1 )与问题 ( 2) 有如下关系
:

l) 若问题 ( 2) 无可行解
,

则间题 ( 1) 亦无可行解
。

2 ) 若伺题 (幻有最优解
,

则同题 (1 )或者无可行解或者有最优解
。

3) 若问题 (2 )有可行解
,

但目标函数在 T 上无上界
,

则问题 ( 1) 或者无可行解或者目

标函数在 S 上无上界
。

证明 因为 S g T
,

所以 1)
、

2) 显然成立
。

下面证明 3)
.

由假设知
,

问题 ( 2) 有可行解
,

但 x 。

在 T 上无上界
,

对间题 (2 )使用单纯形法可知
:

存在非奇异矩阵 B 和
r 任 R

,

使得

B 一 , b ) 0 ,

C a B 一 ` a ,

一 e r

< 0
,

B 一 , a ,

二 0

如若 ( 1) 问题有可行解 X
’ ,

由 (3 )式知 X 孟一 B 一 ` b一 B
一 `

N叉 J
,

记 x0’ 一 c B B 一 ’ b一

(几 B 一
`
N 一 C N ) X声

,

则

x 。
= x 0’ + (几 B 一 `

N 一 C 、 ) (X 声一 X 、 )

X a = X石 + B 一 ’
N ( X声一 X N )

于是
,

对一切正整数 k ,

有

瓦
·

= 对
,

j 任 R \ { r}

元 ~ 对 十 k D
,

叉刀 = X言一 hD B 一 l
ar

为问题 (1 )的可行解
,

这里 D 一 }d et 引 > o ,

且

王。
~ x 0’ 一 (几 B

一 ` a 二

一 cr ) k D ~ + co (
卜

+ co )

即 x 。

在 S 上无上界
。

(证毕 )

定理 2 若 S笋价
,

则 S 有界当且仅当 T 有界
。

证明 因 S二 T
,

故若 T 有界
,

则 S 有界
。

假设 S笋户
.

若 T 无界
,

则函数
z ~ x l

+ … + x
, ,

在 T 上必无上界
。

这是因为
,

由于

T 无界
,

故对任意正整数 K
,

总存在厂 任 T
,

使 尸镇 ( K
,

一
,

K ) r 不成立
,

即存在 1兰 k

毯 , ,

使石> K
.

所以
,

才一或+ … 十式之石> K
.

由于 S护沪
, z 在 T 上无上界

,

根据定理 1 之 3)
, z 在 S 上无上界

,

从而 S 无界
。

(证

毕 )

2 算 法

设问题 (2 )有最优解
,

则根据单纯形法或对偶单纯形法可得到问题 ( 2) 的最优解 X
”

及最优基 B
,

使 B 一 `占之。
,

aC B 一 `
N 一心之 。

如果间题 (2 )的最优解 X
“
任 S

,

则 X
”

为 ( 1) 式的最优解
。

假设 x
。

在5
.

注意到
: ,
是整数 (j 一 1

,

…
,

司
,

故若 ( 1) 式有最优解
,

则其最优目标函数

值 (简称最优值 ) 必为整数
。 ’

据此
,

我们首先试探问题 ( 1 )是否有 目标函数值 (简称目标

值 ) 为〔C
B B 一 `

习的可行解 (这里 [ C
B B 一 ’

习是指不大于 C
B B 一 ` b 的最大整数 )

,

为此构造方程

组

1 0 0



( C
o B 一 `

N 一 C 、 : ,X 、 = C
,
B 一 ’ b 一 〔C

B B 一 ’ b〕

X B = B 一 lb 一 B 一 I

N X N

X
, ,

X N 之 O整数

( 4 )

若式 (4 )有解
,

则它就是问题 ( 1) 的最优解
,

且最优值为〔C
B
B
一 ’

司
.

若式 ( 4) 无解
,

则 ( 1) 不

存 在 目标值为【C B B 一 `

司的可行解
。

再试探 ( 1) 是否有目标值为【C
B B 一 ’

习一 1 的可行解
,

为此构造方程组

( C
,
B
一 `

N 一 C 、 ) X 、 ~ C
B
B 一 ` b 一 [几B 一 ’

b〕 + 1

X
B

~ B 一 l b 一 B 一 I

N X N

x 、 ,

x
:

之 。 整数

( 5 )

若式 ( 5) 有解
,

则它就是 ( 1) 的最优解
,

最优值为 [BC B 一 `

习一 1 ; 否则
,

再试探 ( 1) 是否有

目标值为〔C , B 一
`

习一 2 的可行解
。

如此重复下去
,

若第 k 一 1次构造的方程组有解
,

则它

即为 ( 1) 的最优解
,

最优值为〔C
B B 一 `

司 一 k + 1 ; 否则
,

构造方程组

( C , B 一
’
N 一 心 ) X

、 = 几 B 一 ’ b 一 〔BC B 一 ’
b〕 + k

X
刀

= B 一 l b 一 B 一 I

N X N

X
, ,

X , 之 。 整数

( 6 )

综上所述
,

并利用定理 1 可得到求解整数线性规划 ( 1) 的一个算法
。

st eP O 用单纯形法或对偶单纯形法求解 (2 )
,

若 (2 )无最优解
,

则 ( 1) 无最优解
; 否

则
,

设 B 为 ( 2) 的最优基
,

根据 (2 )的最优单纯形表可得到式 ( 3 )
,

转 st eP I
.

st e p l 若 B
一 `

b 的每个分量均为整数
,

则 X二~ B
一 ’ b ,

X 寿= o 为 (1 )的最优解
; 否则

,

令 k = o
,

转
s t e p 2

.

s t e p Z 求解方程 ( 6 )
,

若 ( 6 )有解 X 孟
,

X 盗
,

转
s t e p 3 ; 否则

,

置 k = k + 1
,

重复
s t e p 2

.

s t e p 3 结束
。

X 言
,

X寿为 ( 1 )的最优解
,

最优值为 [ C
, B 一 ` b〕 一 k

.

3 算法的有限性

因为使用单纯形法或对偶单纯形 法可在有限步求出 ( 2) 的最优解或判断 ( 2) 无最优

解
,

所以
,

若 (2 )无最优解
,

则上述算法必在有限步结束
。

下面假设 ( 2) 有最优解
。

首先讨论方程组 ( 6) 的解法
。

为此考虑

(几 B 一 ,

N 一心 ) X 、 = CB B 一 , b 一 仁几 B 一 , b〕 + k
,

X
、 之 。 整数 ( 7 )

若 ( 7) 无解
,

则 ( 6) 无解
;
若 ( 7) 存在一个解 X舟满足

X
,

= B 一 ` b 一 B 一
`
N X 、 ,

X a 之 0 整数 ( 8 )

则 X 咨~ B 一 ` b一 B 一 ’
N X舟

,

X舟是 ( 6 )的解
;
若 ( 7 )的任何解 X 、

都不满足 ( 8 )
,

则 ( 6 )无解
。

为了求解 ( 7 )
,

我们对它进行简化
` .

把 ( 7) 中第一个式子两端同乘以正整数 }d et 引
,

然

后提出公因子
,

记 左一 {川几 B 一 ’ a ,一 ic ~ o
,

j 任 R }
,

再把下标属于左的 肴 项删去
,

于是得

到一次不定方程 虱axj
’ 一 `

因为 BC 召 一
场一 〔BC 刀

一
场〕+ 走) o

,

e ,刀一 `
万一心 ) o

,

故 。之 o
,

正整数并且是互质的
。

( 9 )

{引 j e R诱 }中所有 又,

均是

易知
,

如果 。 不是整数
,

则 (9 )无非负整数解
;
如果 。 > o

,

且对一切 j 任 R诱
,

凡>
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。 ,

则 ( 9 )无非负整数解
。

不妨设 尺饭 = { z
,

… , t }
,

t之 s
,

则 ( 9 )化成

又, x :

+ 又Z x :
-

在式 ( 10 )中依次令 x ,一 0 ,

1
,

…
,

〔。 /凡〕 ( j = 3
,

( 1 0 )

…
,
t )

,

并求出式 ( 1 0) 的全部非负整数解
,

可以得到 ( 9) 式的所有非负整数解或者判定 ( 9) 式无非负整数解
。

因此
,

经过有限次计算就

可得到 ( 7) 式的解集或者判定 ( 7) 式无解
。

再讨论算法的有限性
。

分两种情况讨论
:

( 1 ) S 有界
,

即存在非负整数向量 (。
, ,

…
, u ,

)
T ,

使得对一切 ( x
, , ,

二 ,

几 ) r 任 S
,

有 。二 x ,

兰 u , ,

j 一 1
,

二
,

.n

由于 S 有界
,

所以
,

若式 ( 7) 有解
,

则只有有限个解
,

因此
,

经过有限次计算
,

可以

求出 ( 6) 式的解或判定 (6 )式无解
。

令 R 一
~ {j ! jC < 。

,

j一 1
,

…
,

n}
,

若 R 一 ~ 笋

若 R 一

井 笋“q

0,万
r

l
之

l
一一L

j呀左一

则 L兰 x 。

三 [几 B
一 ’

司一 k
,

从而 k丛 〔C
B B 一 `

习一 L
,

即算法中 st eP Z 最多循环〔C
B B 一 `

习一 L

次
.

( 2 ) S 无界
,

设 X
o
任 S

,

则算法中
s t e p Z 最多循环 〔几 B

一 ’ b〕一 C X
。

次
。

当 左一价时
,

显然
,

若式 ( 7) 有解
,

则只有有限个解
,

所以
,

经过有限次计算
,

可求

出 ( 6) 式的解或判定 ( 6) 式无解
。

当 左护笋时
,

若式 ( 7) 有解
,

则 x
,

(r 任左)可取任何非负整数
,

因而 ( 7) 式有无限多个

解
。

此时不能保证在有限步求出式 (6 )的解或判定式 ( 6) 无解
。

综上所述
,

若 S 有界或 左二尹
,

则算法经过有 表 1

限步可求出 ( 1) 的最优解或判定 ( 1) 无最优解
。

4 算例

例 求解下列整数线性规划问题

m a x x 。
~ 3x 一

+ s x :
+ 4 x 3

{
、

2x l
+ 6 x :

+ 3x :
+ x `

一 8

5x l
+ 4 x :

+ 4 x :
+ x s

~ 7 ( 1 1 )

6 x l
+ x :

+ x 3
+ x 。

= 1 2

x , , ` ’ ` ,

八 全 。整数

一一一一 X l 一 X 4 一 X SSS

XXX OOO

器器
1 7 1 333

1111111 2 3 444

XXX 222 l lll 7 1 111

XXX 333 l 222 1 2 3 444

XXX 666 555 1 1 1 111

6666666 6 3 222

44444 lll 丝 。 一上上
4444444 4 444

解 先求解式 ( 1 1 )的伴随线性规划问题
,

伴随线性规划间题的最优解为 x ,
一 。

,

一共
.

这不是式 ( : 1 )的可行解
。

由表 , 知
:

1 2
’

~
’

~ 一
、 ”

“
H J J ’ “ ’

叮
。

囚 ~
` 户 ”

’

得最优单纯形表 (表 1 )
。

1 1 5

~ 正
’

与 “ 万
,

几 一 U

4 1
,

X
S

一 U ,
X

`

~ - 尸 书 X
n

4
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X 。

9 5 1 7 1

一 正 一 正xl 一 万 x ` ( 1 2 )

X 2
1 1

,

7
一 关 十 ;长xf

1 2
’

1 2一
`

5 ] 1
~ 万 一 万 xl

4 1 1 9

一 了 一不xl

1
.

1
一

`
万X

`

十 代
~
劣

`

J 任
( 1 3 )

X 3 ( 14 )

X 6 ( 1 5 )

判定式 ( 1 1 )是否有 目标值为 [ 9 5 / 1 2 ] 二 7 的可行解
,

为此令 x 。
一 7

,

由式 ( 1 2 )即有

1 7x ,
+ 4x ;

+ 9 x 5
= 1 1 ( 1 6 )

式 ( 1 6 )无非负整数解
。

再判定式 ( 1 1 )是否有目标值为 6 的可行解
,

即令 x 。
一 6

,

由式 ( 1 2 )有

1 7x :

+ 4 x ;

+ 9 x 5
= 2 3 ( 1 7 )

式 ( 1 7 )亦无非负整数解
。

试探工 ( 1 1 )是否有目标值为 5 的可行解
,

为此令 x 。
一 5

,

由式 ( 1 2 )得

1 7x l
+ 4 x ;

+ 9x 5
= 3 5 ( 1 8 )

式 ( 18 )有两组非负整数解 x l
~ 1

,
x .
二 0 , x s

= 2 和 x l
一 。 , x `

~ 2 , x s
~ .3

把 x l
= 1 , x `

二 0 , x 。
二 2 代入式 ( 1 3 )

、

( 1 4 )和 ( 1 5 )得 x Z
= 2

,
x 3

= 一 2
, x 。

二 6
,

但 ( x
; ,

· ’ · ,
x 。

) = ( 1
,

2
,

一 2
, o ,

2
,

6 )不是 ( 2 1 )的可行解
。

把 x l
一 o , x `

一 2
,

x s
= 3 代入式 ( 1 3 )

、

( 14 )和 ( 1 5 )得 x Z
= 1

,
x 3
一 。 , x 。

= 1 1
,

得到 T

式 ( 1 1 )的最优解 ( x : ,

…
, x 6

) 一 ( o
,

1 , o ,

2
.

3
,

1 1 )
,

最优值为 5
.
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