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任意三角域上 C l有理插值的一种新算法

方 遣 孙庆文

(系统工程与应用数学系 )

摘 要 本文描述了任惫三角域上 C l有理擂值的一种组合算法
,

其特点是构造简单
,

计

算方便
,

擂值函数与文〔3〕[4」比较
,

有着较高的通近精度
。

最后给出了擂值式的代数精度集

和计算实例
。

关位词 计算几何
,

三角域
,

擂值函数
,

算子
,

奇点
,

多元逼近

分类号 0 1 8 6

三角域上的插值与逼近在多元逼近论
、

有限元
、

曲面造型中有着广泛的应用
。

这方

面有大量的文献 1[ 一 `〕。

本文研究在任意三角域上直接对 已知函数及法向导函数的插值逼

近
。

这种方法不需作仿射变换
,

所以构造简单
,

计算方便
。

本文构造了一种三次有理播

值格式
,

这个插值式比文 〔3」 [ 4」中的插值式有着更高的逼近精度
,

并且对插值式出现

的奇点作了详细的讨论
。

I C
,

有理插值函数 G ( x
,

y ) 的构造

设 B C 边的三角形 A B C 的最长边
,

以 B C 边为 y 轴构成直

y
Z
~ 一 }O C

.

l
,

00卜一Vyy
,工心自

角坐标系如图 1
.

令 x 。
= }O A }

, 夕 ;
= }O B {

m ~ (1 一 x / x
。
) yj

n 一 (1 一 y /为 ) x
。

显然 y 一 m
,

x 一 ,
分别是线段 A B

,

A C 的方程
。

为方便起见
,

用 T 表示三角形 A B C
,

打表示 T 的边界
,

并

设 F x(
,

刃是 T 上的被插函数
。

下面引入两个插值算子 尸 1 ,

尸 2
.

{
P

, F (x
, 少 ) =

( l )

尸: F ( x
,

y ) ~

万盛( x / n ) , `
F

、。
( o

, , ) + 艺只 ( x /n ) n ` F `。
( n ,

, )

万族 ( , / m ) m
`
r *

( x
,

o ) + 万
, ( , /m ) m

` F 。 ( x
,

m )

其中
,

人( t ) = ( t一 1 )
’
( Zt + 1 )

,

笋
1
( t ) = t ( t一 1 )

’ ,

外 ( t ) = t ,
( 3一 Z t )

,

仍 ( t ) = ( t 一 1 )尸
,

F
` ,

.
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一护i + ( j( )x
,

刃 /打妙
易验证 尸 I F x(

,

必
, 尸 ZF (x

,

刃具有如下性质
:

二 皿
x

,

刃 }
ax {二

( 2 )
扩

{
尸 I F x(

,

刃 }二 ~ F x(
,

川 }二
,

竺王互二业丝 I _ 丝兰全丝 }
妙 }二 妙 }二

护
I F (x

,

刃

七

{二
2

仁{
’ , ’

{妙
cA 。以 一 尸`

毛劣
’恻份份

)兮鱿” 少

{(州
`
BU cUA OA 一

分
` ’
少

{{.7’
` , 。 cA 。 ”

L厂 2尸 、 x
一
y 少 / `少 I通月 U人 c U o A

=
d r 火x

,

y 夕 / 心
尸
}
人 B U月 c U o 月

( 3 )

这里注意到 aP
:
F /妙 在 O A 上不连续

。

下面利用这两个
“

部分
”

插值函数构造在打
上插值 F ( x

,

刃及 F 的一阶偏导数的函数 G x(
,

y )
。

文 [ 3〕〔4〕中仅用到 ( 1) 式中的一个插

值算子
,

因此逼近精度要低些
。

这一节将证明 G x(
,

刃的奇点是可去奇点
,

从而论证了 G

( x , 夕 ) 任C
`
( T )

.

a ( x
, 夕 ) = 少 ,

/ ( x
Z
+ y 3

)
,

夕( x
,
y ) 一 x Z

/ ( x
Z

+ y 3
)

G ( x
,

y ) 一 a( x
,

y )尸
I F ( x

,
y ) + 月( x

,
y )尸

ZF ( x
,
y ) ( 4 )

令设

由插值性质 ( 2 )
,

( 3 )
,

易得

且

综上可得

同理可证

G ( :
,

,
夕 ) !

, B u , 。
~ ( a ( x

,

少 ) + 夕( x
,少 ) ) F ( x

,夕 ) }。 u `

= F ( x
,

y ) 1朋 u `

G x(
,

刃 }̀ 一 G x(
,

y) }
二 _ 。 ,

G x(
,

刃 }cB 一 F x(
,

刃 }cB

G x(
,

刃 }以 一 G x(
,

刃 }
, 一 。

一 F x(
,

刃 }oA

G ( x
,
夕 ) }

。
·

u o ,
= F ( x

,
夕 ) }二 u 。 ( 5 )

圣釜丝 }
二 一

隽叫
二

圣长边 {
。 一

割
。 ,

浑铲
2
}
_ 一 竺备边 }

_
( 6 )

由式 (5 )
、

(6 )知
,

G ( x
, y )在打 }。 上插值 F ( x

,

刃及 F ( x
,
y ) 的一阶偏导数

。

但是从

( l) 和 (4 )式注意到
:

( x
。 ,

0) 是 尸 I
F ( x

,

y )
,

护
I F ( x

,

y )/ 七
,

aP
I F ( x

,

y )/ 妙 的奇点
; (0

,

少 ,
)

,

( o 以
2
)是 P

z F ( x 理 )
,

护
ZF ( x 刁 ) /七

,

护
:
F ( x 刁 ) /妙 的奇点

; ( o
,

0 )是 G ( x 心 )
,

苏

x(
,

刃 /七
,

苏 x(
,

刃 / ay 的奇点
; ( x

。 ,

o )
,

( 0
,

y
,
)

,

(0
,

y
Z
)可由文〔5」中方法证明是可去奇

点
。

下面只证明 (0
,

0) 是可去奇点
。

设 L ( x
,
y ) 一 P

I F ( x
,
y ) 一 尸 ZF ( x

,

y )

M ( x
,
y ) 一 笼 ( x

,
y )/ ax

,

N ( x
,
y ) ~ 孤 ( x

,

y ) /妙

尸 ( x
,

y ) ~ 挤L ( x
,
y ) / ax

Z ,

Q ( x
,
y ) 一 挤L ( x

,
y ) / ax 妙

R ( x
,
夕 ) 一 护L ( x

, 夕 ) z
`

妙
2
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则

G ( x
,

y ) 二 尸
ZF ( x

,

y ) 十
y

3

x Z
+ y

3

苏 ( x
,

y )/ ax ~ 护
:
F x(

,

y )/ 七 十

L ( x
,

y )

y
3

尸 + 尹
M ( x

,
夕 ) 一

Zx y

( x
Z

+ 少 ,
)

2
L ( x

,

少 ) ( 7 )

称
,

, ) / , 一

azPF
(工

,

, ) /

。 万军于
“ `二

,

, , - 3x Z少 2

(x
Z
+ 夕 3

)
2
L ( x

,

y )

将 ( o
,

o )代入 ( 2 )
,

( 3 )式得
: L ( 0

, o ) = M ( 0
, 0 ) = N ( o

, 0 )

又 L ( x
, 少 )

,

M ( x
,

少 )
,

N ( x
,夕 )在 ( o

, o )附近泰勒展开
:

L ( x
,

y ) ~ L ( 0
,

0 ) 十
a

.

a 、
, 、

二
1 a

.

a )
2 , ,

x 石 一 y 苏)
儿叹x

,

y 夕 ’ `。
·
, , 十 (

x 石 一 y 苏{ `
气x ’

y , ’ ` , 1一 `工 , ,

[ 刁
.

刁
~ } x 万: 十 y 丈二

、 口区 `毛夕

L ( 8
1 x

,

夕
: 夕 )

M ( x
,

y ) ~ M (氏x
,

久刃

N ( x
, 少 ) =

最
+ ,

剥
暴

+ ,

剥N ( 6
a x

,

口
3少 )

尸

了且.几.̀、
夕̀甘..., .
、

其中 o < 么
,

久
,

氏< 1
.

设 F ( x
,
y ) 任 c

,
(? )

,

则 L ( x
,

y )
,

M ( x
,
夕 )

,

N ( x
, y )

,

p (x
,
少 )

,

Q ( x
,

少 )
, R ( x

,

y )都

是 T 上的有界函数
。

于是有下列的近似表示
:

L (x
,

少 ) = O ( x
Z
) + O (妙 ) + ( O (少

2
)

M ( x
,

夕 ) = O ( x ) + O (夕 )
,

N ( x
,少 ) 一 O ( x ) + O (少 )

( 8 )

将式 ( 8) 代入式 ( 7) 得

{
G ( x

, 少 ) = P Z
F ( x

, 少 ) + O ( x
Z
) + O ( x 夕 ) + O (少

2
)

￡ (x
,

刃 /七 = aP 挤 x(
,

刃 / ax 十 。 x( ) + 0 (刃 + 0 ( 丫丁 )

刃 ( x
,
y ) /妙 = 护

。
尸 ( x

, y ) /妙 + O ( x ) + O ( y
,
) + o ( y 了丁)

对式 ( 9) 取极限并注意到式 ( 3) 有

l im
(劣

一
y )~ ( O

一
O )

l im
(二

,
y )~ ( O

,
0 )

l im
( x s

y )~ ( 0
,
0 )

G ( x
,

少 ) = F ( 0
, 0 )

,

苏 x(
,

刃 / ax ~

苏 (x
,

刃 /即 -

l im
(二

一
y )~ ( 0

.
0 )

l im
(二

,
, )一 ( 0

,
0 )

护
Z
F ( x

,少 ) /七 = F
l 。
( 0

,

0 )

护
ZF (x

,
少 ) /即= F 。 ,

( o
,

0 )

于是定义

G ( 0
,

0 ) = F ( 0
,

0 )
,
G

: 。
( 0

,

0 ) 一 F
, 。
( 0

,

0 )
,

G
。 ;
( 0

, 0 ) 二 F o l
( 0

,

0 )

到此证明了 (0
,

0) 是可去奇点
。

由于 G (x
,

刃
,

苏 x(
,

y )/ ax
,

` (x
,

y )/ 妙 在 T 上除去可去奇点外都是连续的
,
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( x
,
夕 )任 C

`
( T )

.

定理 1 设 F ( x
,
少 ) 任 C

3
( T )

,

G ( x
,

y ) -

则

了苹不 p
1 F (二

,
, ) + 下羊

下尸 ZF (二
,
, )

工
一 叮~

y
一

x
一 甲卜 y

-

在扩 U O A 上插值 F x(
,

刃及其偏导数
,

且 G x(
,

刃任 lC ( T )
.

2 误差估计

设 F 任 c
`
( T )

,

由于 G x(
,

刃是 户:x
,

刃的插值函数
,

且

F ( x
,

少 ) 一 G ( x
,少 ) = a ( x

,夕 ) ( F ( x
, 夕: , 一 P I F ( x

,
夕 ) ) + 月( x

,

夕 ) ( F ( x
,
夕 ) 一 P Z F ( x

, 少 ) )

( 10 )

由式 ( 1) 对每一个固定的 y 任 〔y
: ,

y l

〕
,

则 尸
I F x(

,

刃是 x 的三次多项式
,

且在点 ( 0
,

y l
)

,

(n
,

刃处插值 F x(
,

刃
,

护 x(
,

刃 /妙
.

所以由 H e r m i et 插值余式有

}F ( x
,
少 ) 一 P I F ( x

,
少 ) }二 x Z

( x 一 n )
2

M
I

( 1 1 )

其中 M - 】】l a X

(二
,
, ) 〔 T

{F
; 。

( x
,
夕 ) }

.

同理可得
·

!F ( x
,
y ) 一 尸

Z F ( x
,
y )I 二 少 ( y 一 (1 一 x / x

。
) y

,
)

2
( y 一 (1 一 x / x

。
) y

:
)
’

从
( 1 2 )

其中 M
Z

: 二二 n l a X

( x
,
夕 ) 〔 T

{F
Ò
( x

,
y ) }

.

将式 ( 1 1 )
,

( 12 )代入式 ( 1 0 )得
y

3 x 2

! F ( x
,
少 ) 一 G ( x

,
少 ) }二 二兴 , 飞 {F ( x

, 少 ) 一 p , F ( x
,
夕 ) }+ 二牛二三 }F ( x

,
少 ) 一 p :

F ( x
,夕 ) }

孟 气尸少 孟 , 广少

、

瑞
X ’ `X一” M

l

+

瑞
,

2
(卜 “ 一 /X

。
, ,

1
,
’
(`一 “ 一 /X

。
, ,

2
,
’

从

令 h = m a x { 1B C I
,

1O A ! }

由极值原理易证

x( 一
) 、 `
燕

护

, 2
( , 一 ( 1

一
/ X

。
) ,

,
)

2
( , 一 ( 1

一
/X

。
) ,

2
)

2 、
壳

h`

综上有

! F ( x
,
夕 ) 一 G ( x

,
夕 ) }二

; 5。 、
+ 势

h `

1 O

定理 2( 误差估计定理 ) 设 F 任 c
`
( T )

,

则 G (x
,

刃插值 F x(
,

刃的精度是 O (矿 )

由式 ( 1 3) 中 M
, ,

从 的表达式易求得 G ( x
,

刃的代数精度集为
r 一 x `

夕
: i+ j二 3}

.

( 1 3 )
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3实 例

设 F x (
,
y )二 is n( 2二 (1 一刃 )

,

下面是用本文方法计算的最大偏差结果表
。

裹 1

三角形顶点 B B G 的最大偏差 (4 )的最大偏差

A ( 0 , 0 )
,
B ( l

, 0 )
,

C ( 0
,

1 ) 0
.

5 7 7 6 0
.

00 4 5 6 3 2

A ( 0
,

0 )
,

B

A ( 0
, 0 )

,

B

C 0
.

0 03 2 8 0
.

0 0 0 0 24 3
i一21一41一8

.

产...1、
.

1
、几矛.

1
.

、、 ,刀Ilr,产、、 .刁..2、、 .,.`.1
1一2

,
C

,

C

0
.

0 0 0 19 0
.

0 0 0 0 0 12

z一sA ( 0
, 0 )

,

B 0
.

0 0 0 0 04 0
。

0 0 0 00 0 8

了
刀.., .、尹

!
、声汀.11、

这里 B B G 的最大偏差来源于文 〔4〕
,

上表说明本文的结果明显优于 [ 4〕 中的结果
。
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