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实二次函数域基本单位范的判别法

李 超

(系统工程与应用数学系 )

摘 要 本文给出实二次函数域基本单位范为 g ( g 为 F,’ 中本原元 )的充分条件
,

从而解

决了一批实二次函数域基本单位范的间题
。

关锐词 实二次函数域
,

自共扼理想

分类号 0 1 5 3

二次函数域 K 是指有理函数域 k一 F 。
(t )

,

( q ~ aP
, a之 1

,

P 为素数
,

2物 )的二次扩域
。

即存在 D ( t ) = a 。
+ a l t + … + a 。

t
二

任 F
;

[ t〕
,

其中 D ( t )无平方因子
,

并且
s g n D ( r ) = a ,

护 o ,

使 兀= 乏( 丫刀又万 )
。

如果满足 2 Id
e g D ( t )

, s g n D ( t ) = i ,

则称 ` 为实二次函数域
。

记 O * ,

U
, ,

W
.

分别表示 K 的整数环
、

单位群和单位根群
,

则由 iD ir hc let 单位定理
,

当 K 为实二次函数域时
,

U
*
一 F犷x (的

,

其中
`
为 K 的基本单位

,

并且 N (的一 1或 N

(的 ~ 9
.

这里 N (的表示 ￡
的范

。

实二次函数域 K 的基本单位的范何时为 1
,

何时为 g ? 这

是数论中一个重要问题
。

因为 eP n 方程 X
,
一 D r 一 1

,

(或者 X
Z
一 D r ~ g ) 在 F 。

〔习中的

解同实二次函数域基本单位范有密切联系
,

若给定了基本单位的范
,

我们便可决定 P el l

方程的解
,

(详见文 〔1〕)
。

1 9 2 4 年
,

E
.

A rt in 在文〔幻中给出了实二次函数域基本单位范

为 1 和 g 的 两 个 充 分 条 件
,

即 引 理 1 和 引 理 2
.

H
.

F T or t t er 在 文 〔3 〕

中讨 论 了实二 次数域 Q ( 丫了 ) d( > o 为无平方因子的整数 )的基本单位的范
,

给出了其

基本单位范为一 1 的充分条件
。

我们将它推广到二次函数域中
,

从而给出实二次函数域基

本单位范的一些新的判别法
。

1 判别法

首先我们给出 E
.

A rt in 的两个判别法
:

引理 i 设 犬 = 几 ( 丫刀又万 )
,

2 ld e g D ( t )
, s g n刀 ( t ) = z

,

若 D ( t )为不可约多项式
,

则 N

( ` ) = g
·

引理 2 设 尺 = 乏( 了刀又万 )
,

Z ld e g D ( t )
, s g n D ( t ) = z

,

若 D ( t )有奇次不可约因子
,

则

N (￡ ) = 1
.

上面两个引理证明可参见文 [ 1〕和 [ zj
.

. 2 9 90 年 1 0 月 1 5 日收稿
,

1 9 9 1 年 5 月 1 3 日收修改稿

1 0 9



引理 1和引理 2对于 D(t ) 为不可约多项式
,

或 D (t )有奇次不可约因式
,

已决定了 K

一 k( 丫万面
…)的基本单位的范

。

但对于 D (t ) ~ 户
、
(t .) 二 P

:

(t )
, s之 2

,

且 p
、

x( )均为偶数次不

可约多项式
,

不能决定 K ~ k( 召
声

刀丈订 )的基本单位的范
,

下面讨论这种情形
。

有以下定理
:

定理 设 D (t ) 一 p
,
(t ) p

Z
(t 》 二 p

,

(t )
, s之 2

,

p
`
(t )均为偶数次不可约因子

,

且两两互素
,

则下列条件等价
:

( l ) N (￡ ) “ 9
.

(幻 对 刀 ( t )的每个非平凡因子 尺 ( t )
,

(尺 ( t )
,

了万石了)均不为主理想
。

( 3 ) 对于每一对多项式 R ( t )
,

S ( t ) 任 F
。

[ t 〕
, R ( t )

·

S ( t ) = D ( t )
,

且 及 ( t )
·

S ( t )笋士

1 , R ( t ) X
Z
一 S ( t ) Y

Z
~ 1 在 F

。

「t〕中没有解
。

证明

l ) 证条件 ( 2 )衬条件 ( 3 )

由于 P
`
( t ) }D ( t )

, i = z
,

2
,

…
, n ,

故 P
`
( t ) 在 认 中完全分歧

,

即 P
`
( t ) ~ ( P

`
( t )

,

刀或至了)
“ ,

从而 N (户
`
( t )

,

了万石万)一户
`
( t )

,

并且伽
`
( t )

, 丫住灭万 )为自共扼理想
,

并且是唯

一范为 P
`
(t ) 的理想

。

所以对 D (t )的每个因子 R (t )
,

( R ( t)
,

丫万亩 )均为自共扼理想
,

并

且是唯一范为 R (t )的理想
。

如果 ( R (t )
,

丫刀丈万 )为主理想
,

即存在 尹任。 。 ,

使

( R ( t )
,

了万万 ) 二 阳
.

则 N (夕) = 夕万~ 及 ( t )

于是 U
,
一 D ( t ) V

Z
= R ( t )在 F 。

[ t〕中有解
。

反之亦然
。

再证 U Z一 D ( t ) V
Z
= R ( t )与 R ( t ) X Z一 S ( t ) Y

Z
一 1 等价

。

事实上
,

对 R ( t ) X
,
一 S ( t ) Y

,
= z 的任一解 A

,

B 任 F
。

〔t〕
.

令 U 一 R A
,

V 一 B ,

则 ( U
,

v )为 U
Z
一 D ( t ) V

Z
一 R ( t )的解

。

反之
,

对于 U Z一D ( t ) v
Z
= R ( t )的任意解 ( U

,

V )
,

因为 R ( t ) ID ( t )
,

所以 R ( t ) IU
Z ,

又

R (t )无平方因子
,

故 R (t ) }U
.

令 X -
U

R ( t )

。 .

了 U
, ,

{
、 , _

, 、 _ r 。 _
, 、 _ _ 。 _ 二 ,

一
r = 丫 ’

则 (天交万
, F

)刀 I< L` ,人
`

一 J 吸̀ , r
`

= 上阴解
·

所以
,

(尺 ( t )
,

了万不了)为主理想特尺 ( t ) x
,
一 s ( t ) v

,
= z 在 尸。

〔t j中有解
。

2 ) 证
:

条件 ( 1 ) . 条件 ( 2 )

先证
:

( 1 )今 ( 2 ) (反证 )

若 (尺 ( t )
,

了万又万 )为主理想 (月)
,

月任。 ` ,

由于 (尺 ( t )
,

了刀又王了)为 自共扼理想
,

故 (万)二

印 )
。

从而 尸一昭
,

其中 甲任 u
*

.

又因为 N 明 ) = N (尸)
,

于是 杯= z
,

即 N 切 ) = 1
.

但 , ~ 。 , ,

m 任N
.

由 ( l )知
,

N ( 。 ) = g ,

所以 m 必为偶数
。

即存在 古任 U
, ,

使 甲二 土占
, 。

从而推出
:

R ( t )为 O
;

中完全平方
。

所以 R ( t ) = 1或 R ( t ) = D ( t )
.

这与 R (t )为非平凡因子矛盾
。

所以对 D ( : )的任意非平凡因子 R (t )
,

必有 ( R ( , ) 尸江币了不为主理想
。

再证
:

( 2 )今 ( 1 ) (反证 )

1 1 0



若 N (。 ) ~ 1
,

则由 H i l b e r t 的定理 90
,

存在 月= z +
。任 O , ,

使 。 = 月/万
,

即万=
。月

.

从而 (夕) 为
a m ib ig i o u s id e a l

,

也就是 (月) ~ A户,户2

… 两
,

l之 i , 尸`

为 。 `

中完全分歧的

素理想
,

A 任 F ,

〔司
,

而 。 ,

中只有 ( p
`
(t ) 厂了刀了万 )为完全分歧的素理想

,

故 p` 一定为某

个峥
、
( t )

,

石灭万 )
。

所以

(口) = A
n (户

`, ( , )
,

Z万面 ) 二 ( R ( , )
,

了瓦万 )

j = 1

其中 P
` z ( t ) 任 {P

l
( t )

,

… P
,

( t ) }
,

j = 1
,

z
,

…
,

l ; R ( t ) ! D ( t )

下证 R (t )为非平凡因子
。

事实上
,

若 R ( t ) 一 1 或 R ( t )二刀 ( t )
,

则
。 = 士 a甲

,

与
。 为基本单位矛盾

。

于是 R ( t )笋

1 ,

且 R ( t )笋D ( t )
.

从而 (尺 ( t )
,

了万又万 )为主理想
,

且 尺 ( t )为 D ( t ) 的非平凡因子
。

这与题设矛盾
。

故 N (。 ) ~ 9
.

(证毕 )

推论 如果对 D ( t )二 P
,
( t ) P

Z
( t )… P

:

( t ) ( P
`
( t )为偶数次不可约多项式

,

P
`
( t )笋 P

,
( t ) )的

任意非平凡分解 D ( t ) = 尺 ( t ) S ( t )均有 R ( t )与 S ( t )不互为平方剩余
,

则 N ( : ) ~ 9
.

证明 由定理
,

若 N (的一 1 ,

则

R ( t ) X
,
一 S ( t ) Y

,
~ z

,

在 F 。

〔t〕中有解 X
,

Y
·

从而

其中

f R ( t ) { { R ( t ) X
Z

\ 1 1 + S ( t ) Y
Z

} 1 1 {
} 下忿甲丁 l ~ l es 飞; 忿甲弋es ee 】二二 1 ee se es 下 r 夕界片 es es es 】一 ! 下忿尸 r 】一 1

\ 0 气t 少l 、 O 又t ) l \ 0 L t j l 、 0 气t 少 ,

R ( t ) / S ( t )为 Ja e o b i符号
。

又 d e g R ( t )为偶数

了S ( t ) 1 f s ( t ) Y
Z

I { R ( t ) Y
Z
一 l { 了一 1 {

l ; ;号
.
{叮 1一 { -气汽忿份: -

.

} = 二 1 ee
es , 二爪尸找

-
l一 l ; 布二甲二 l 一 i

、式气t 少 / \ 式气t ) ) \ 式 L t 少 j 、八气t 少 /

于是
,

R (t )与 S (t )互为平方剩余
,

与已知矛盾
。

故假设不成立
,

所以 N ( : ) ~ .g

2 结束语

对于实二次函数域的基本单位范的判别
,

仅剩下面一种情形不能决定
,

即当 D (t ) 一

P
,
( t )… P

,

( t ) 2 }d
e g P

、
( t )

,

i = l
,

2… 5
.

若存在 D ( t )的一种非平凡分解 D ( t ) = R ( t ) S ( t )
,

、 { R ( t ) ) { S ( t ) )
.

,
、 , , ,

一公 ` 、
、 , , 、 、 、

, 。 、 , , 、 _

, 、 二该。 , ` , 。
. ,

使 }等兴 】一 }若兴 1~ 1
,

我们不能决定 N (的 ~ 1
,

还是 N (的 = ?g 若这种情形解决了
,

则
人 ( S ( t ) ) ( R ( t ) )

` ’

~
” J ` ’

一

门口 , 、
~

` ’ “ 一 / ` ’

~ ~
` ’ “ 一 ’ 6 `

叼 ~
,

” 门 “
’

盯 , 、 J ’ ” `

关于 eP n 方程 X
,
一 D y

Z
一 1 (或者 X

,
一 D Y Z

一 g ) 的求解间题便可彻底解决
。

作者对导师冯克勤教授的指导表示感谢
。
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