
国 防 科 技 大 学 学 报
�� � � � � � �� � � � �� � �  !� � � � � � �� � �  � ! ∀ � � � ��  ! � � � �

第 �� 卷第 � 期 � � �� 年 � 月 � � �
�

��  �
�

�

锥比率数据包络分析模型的若干性质

张干宗 刘建雄
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摘 要 本文针对锥比率数据包络分析模型
,

对 � � � 有效决策单元的存在性
、

几种

� � � 有效性之 间的关系
、

输入 �出� 锥和决策锥对 � �� 有效性的影响以及对应生产可能集

的性质等间题进行了研究
,

得出了有关结论
。

关链词 决策
,

模型
,

数据包络分析
,

锥比率
,
� � � 有效性

分类号 � � � �
�

�

数据包络分析 �� � � � 方法是由著名运筹学家 �
�

� ��� �� � 和 �
�

�
�

� �� ��
�
等人在

� � � � 年提出的川
。

这是一种多指标决策方法
,

也是一种非参数统计分析的新方法
,

它根

据一组决策单元的输入输出观察值来推断决策单元间的相对有效性
,

判断决策单元对应

点是否位于生产可能集的前沿面
。

第一个 � � � 模型是 �
�
� 模型

,

它对应的生产可能集是

一个凸锥
,

其前沿面的点不仅技术有效也是规模有效性的
。

利用这种模型判断一个决策

单元的相对有效性时
,

实际上是选取对该决策单元最有利的输入
、

输出权系数
。

但在大

多数实际问题中
,

各项输入或输出的重要程度不尽相同
,

甚至差异很大
。

为此
,

�
�

� ��
� �

� � � ,

�
�

�
�

� � � � � �
,

�
�

�
�

� � �和 �
�

�
�

� � �  � 于 � � � � 年提出了一种锥 比率 � �� 模型

�
�

� ��
�〕

。

这一模型体现了对输人
、

输出权系数选取的限制
,

同时也体现了对不同决策单

元的偏好
。

这一模型的对应生产可能集仍为凸锥
。

但对于许多应用间题
,

锥性条件实际

上并不成立
。

为此笔者在文 〔�〕中提出并研究了另一种锥比率 � � � 模型
,

称之为 �忆�

模型
。

它保留了 � �

� � 模型的优点
,

同时不要求对应生产可能集满足锥性条件
,

从而可

用于单纯地评价决策单元间的相对技术有效性
。

本文对这两种锥比率 � � � 模型的若干

性质作了进一步的研究
,

得出了有关结论
。

� �  � 有效决策单元 的存在性

关于 � � � ��
�
� � � 有效决策单元的存在性 已在文 〔� � 中进行了讨论

。

这里仅讨论

� � � ��
,

� � � 有效决策单元的存在性
。

�
�

� � 模型可表为

� � � 产� � 。

�
�

�
�

扩 � 一 拌�� 任 �

护�
。
一 �

,
。 任 �

,

拜 任 �

� � � � 年 � � 月 � � 日收稿

� �



式中 � � ��
� ,

�
� ,

⋯
,

�
二

� 为 � � �
阶矩阵

,

�
,

为决策单元 �的输入向量
� �一 ��

� ,

� � ,

⋯
,

�
。

� 为
� � �

阶矩阵
,

�
�

为决策单元 �的输出向量
。

�
。 ,

� 。

分别为 �
�。 ,

艺
。

的简

记
。

� � � 言
,

� 仁 � 广
,

� 二� 才均为闭凸锥
,

且 ��� � 举甲
,

��� � 共件 为叙述方便
,

称 � 为

输入锥
,

� 为输出锥
,

� 为决策锥
,

并用 � � � ��
,

�
,

� � 表示对于给定的 � ,

� 和 �

全体 � � � ��
,

� � � 有效决策单元的集合
。

定理 � 对于 � 一 �才的 �
�

� � 模型
,

至少存在一个 � �  ��
�

� � � 有效的决策单元
。

即 � � � ��
,

�
,

�才� 笋乒

证明 由于 ��� � 笋笋
,

可在 � 中选取 沉个点
,

其中任意两点与原点不共线
。

设为
� � , � � ,

⋯
, � 茄

,

它们可决定一多面凸锥

� ,
一 �名好川城 �

�
�、 �� 、

’

�“ 妻 。�

显然 � �

仁 �
,

同理可作多面凸锥

�
,
一 �习盯川

产� � ��、 �了川月弄 。�

使 �
�

仁�
�

由于 � , ,

�
�

和 � 一 � 才所对应的 �
�

� � 模型可写为

� � � 产
‘
�
�� �

。 �

�
�

�
�

。
’
�
�� � � 一 产

’
�
�� � � 笋 �

。
‘
�
�� �

�
�
� � �

,
。

‘

异 。
,

产
’

异 。

这一模型可视为具有输入阵 � � 和输出阵 � � 的 �
�
� 模型

。

由文 � �〕第二章定理 � �
,

至

少存在一个决策单元 � �� ��
,
� � 有效

,

不妨设为决策单元 ��
�

从而存在 �� � �
,

痴� �
,

满足

��了�� � � 一 产了�� � � 参
。

。
,
��了�� �

。
� 一 �

,

产了�� �
。
� � �

令 。。
� 八

�

残
,

产。 � 刀
� 产乙

,

则 。。任 �� � �
, ,

产。任�� ��
, ,

且

。若� 一 可� 妻 。,

可�
。
一 �

,

产百�
。
一 �

即知决策单元 �
。
任� � � ��

� ,

�
� ,

� 才�
。

由文 〔�〕第三章定理 �
,

� � � ��
,

�
,

� 才� 。

� �  ��
, ,

�
, ,

� 广�
。

所以 � � � ��
,

之�
,

�才� 笋中
�

�证毕 �

如果存在坐标单位向量
。‘

万� ��
,

表示第 �个分量为 � 的单位向量 �
,

则可能不存在

� � � ��
�

� � � 有效的决策单元
。

例 考虑具有三个决策单元
、

单输产
、 、

单输出的 �
�

� � 模型
。

设决策单元 � , �
,

� 的

输入数据分别为 �
,

�
,

� � 输出数据分别为 �
,

��
,

�
�

设 � 一 � 扩
,

� 一 � 广
,

� 一 � ��
,

�
,

1 ) 又1+ (2
,

l

,

3 ) 又2+ (Q
,

o

,

1 ) 又:,
1
久1

,

又2
,

久3) o }
.
这时 (1

,

o

,

o ) 万K
,

( o

,

z

,

0) 万K
,

且 K 可表为 K 一 {又}又C 弄0}
,

其中

1 一 1

几= (又
: ,

又2
,

又3)
,

C = 一 1 2

0 0

一 1

1/2

1/2

易知
,

决策单元 1 和 3 均非 D EA (C ,

W
I江) 有效

。

决策单元 2 亦非D EA (C ,

W
H ) 有效

。

因为如若不然
,

必有扩X
Z
一 1

,

从而 。一 1 ; 声Y
:
一 1

,

从而 产一 1/ 1。
,

且 了 (x C )一声
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〔〕)笋0
.
但可算出

,
,

_
,

~

、
, ,

~ 。
、

{ 9 9 1

田
‘

L 入七 ) 一 产
‘

气I L. ) = } 不认
,

一 ;不
,

一 不只

气J v 上U ‘ u

2 几种 D E A 有效性之 间的关系

由文 [1]第三章定理 8可知
,

如果一个决策单元为 D EA (Cz W H )有效
,

则该决策单元

必为 D E A (C
ZR )有效

。

但一般情况下
,

这一命题的逆命题不成立
。

但可得出下述结论
。

定理 2 设 V 一E 洁
,

U 一E 广
,

K 仁E才为多面凸锥
。

若指标集 J 一 {j }
。,

万K }是单元素集

{j
。

}

,

决策单元 j
。

为 D E A (C
ZR )有效

,

则决策单元 夕。必为 D EA (C
Z
W H )有效

。

证明 不妨设 j
。
一 1
.
设 K 一 林}矛C 笋。}

,

其中 c 一 (氏)
, 只 , , 。

这时 C
Z
W H 模型为

m ax对Y
I

5.t· ‘T ( X C ) 一 产T (
YC

) 参 。

。7
,

X

,
二 z

,
。 笋 。

,

产 弄 。

由
el
百K 可知

,

存在 k 任 {z
,

⋯
,

n

}

,

使 C
, ,

<
o
。

由
尸‘任犬 (i笋1) 可知

C
,

夕 0( i 一 2 ,

⋯
,

川j 一 1
, ·

⋯ 汀)

已知决策单元 1 为 D EA (C ZR ) 有效
,

即存在 。。
>

0
, 产。

>
0

,

使

对Y
、
一 1

,
‘若X

,
一 1, 田名了 一 产子Y 易 。

又 由

可(习C.j x
‘
) 一 。飘乙q y

‘
) 一 名c

,
( 。否戈 一 风Y

,

) 笋 “
,

j 一 1
,

一
”

可知 可(X C ) 一 可(YC )参 0
.
因而决策单元 z 为 D E A (C ZW H ) 有效

。

(证毕)

若指标集 J至少含有两个元素
,

则不能保证定理 2 的结论成立
。

如前节所举之例
,

其

决策单元 2 是 D E A (C ,
R ) 有效的

,

但它非 D E A (C ZW H ) 有效
。

关于 D E A (C
,

W H ) 有效性与 D E A (C
ZZL ) 有效性和 D E A (C

,
G S

,
) 有效性的关系

,

易知
:
若决策单元 j

。

为 D E A (C
Z
W H ) 有效

,

则决策单元 j
。

必为 D E A (C
ZZ L ) 有效

;
若

决策单元 j
。

为 D E A (C ZZ L ) 有效
,

则决策单元 j
。

必为D EA (C℃5
2) 有效

。

3 输入 (出) 锥和决策锥对 D E A 有效性的影响

对于 C
Z
W H 模型

,

笔者在文 [4] 中讨论了输入 (出 ) 锥和决策锥对 D E A (C ,

W
H )

有效性的影响
。

这里仅对 C
,

Z L 模型来讨论
。

C 忆L 模型可表为如下的凸规划
:

m ax 产T Y 。
+ 肠

5.t.扩X 一 产TY 一 两e 任 K

田了况
。
一 1

,
。 任 V , 产 任 U

,
产。
任 瓦

其中
, ‘
表示分量全为 1 的

n
维行向量

,

v 仁E熟 U 仁瓦
卜 ,

K 仁E才均为闭凸锥
,

且

in tv 半沪
,

i
n t

g 转笋
,

并设 X
,

任 in t (一 V
’

)

,

Y

‘
任 in t (一 U

‘

) ( j = z

,

⋯
, n

)

,

v

‘ ,

U

’

分别

表 v
、

U 的负极锥
。

若上述问题存在可行解 扩
,

对
,

川
,

满足

。o 任 in tV
,

产0 任 in tU
,
产OT Y

。
+

产名=



则称决策单元 j
。

为 D E A (C
,

Z L ) 有效
,

在 C
ZZL 模型中

,

若取
.
V 一E 洁

,

U 一E 户
,

K 一E 才
,

便成为 C
ZG S ,

模型
。

关于输入 (出) 锥和决策锥对 D EA (C ZZ L ) 有效性的影响
,

有与文 [4〕相平行的

下列结论
。

(证明从略)

定理 3 设决策单元 j
。

为 D E A (C
ZG S ,

) 有效
。

若存在决策单元 j
,

满足 x
。;
<

x lj 。 ,

yij

;

) 势
j0 (i 一 1

,

⋯
, :

)

,

则存在 L > o
,

使当选取 v 一 {aJl
。,

) 几。
2
+ ⋯+ 几。

, ,

叭) 0 (i -

2 ,

⋯
,

m ) } ( 其中 l
‘

) L

,

i = 2

,

⋯
,

m )

,

U = E 广
,

K = E 才时
,

决策单元 j
。

非 D E A

(C ZZ L ) 有效
。

定理 4 设决策单元 j
。

为 D E A (C
ZG S ,

) 有效
。

若存在决策单元 j
,

满足 x,,l ( 气 (i -

L ⋯
,

t)

,

其中至少一个成立严格不等式
,

且 yl,
1
) yl,

。

(i 一 1
,

⋯
,

:
)

,

则存在 ‘> 0’

(i 一t
,

一
,

m 一 l)
,

使当选取

V = {。 }叭 ) l‘叭+
,

( i = l
,

⋯
,

m 一 l)
,

% 》 o}

(其中l
‘

>
o ( i一 1

,

⋯
,

t 一 1)
,

l
‘

) L
‘

( i一t
,

⋯
,

m 一 1))
,

U = E 广
,

K = E 才时
,

决策单

元 j
。

非 D E A (C ,
Z L ) 有效

。

定理 5 对于 C
Zz L 模型

,

设 K 一 {川‘
,

) 习以
,

入) 。(i 一 2
,

二
, ,

) }
,

其中 2( t簇
亡= 2

n
,

乙> o (i 一2
,

一
,

t)

。

如果决策单元 1 为 D E A (C ZZ L ) 有效
,

则决策单元 2 至 t均为

D E A (C ,
Z L ) 有效

。

定理 6 对于 C
ZZ L 模型

,

设 K 一 {名
。天+ 习瓦凡+

.
}天) “(i 一 2

,

一
, 。

+ r) }

,

其
‘= 2 几= 1

中 瓦~

且 O <

有效
。

( 瓦
,

n l a X

1 ( ‘《r

,

⋯
,

呱) 任E 广 (k 一 1
,

⋯
,

r)

.

如果决策单元 1 非 D E A (Cz Z L ) 有效
,

{
b
‘1

/
b
、, 。

} < + co

,

其中 j
。
份 {2

,

⋯
,

n

}

,

则决策单元 j
。

亦非 D E A (C ,
Z L )

4 对应生产可能集的性质

集合 T 一 { (X
,

Y 川 产出向量 Y 可以由投入向量 X 生产出来}称为生产可能集
。

由

于 (X , ,

矶) (j’一 1
,

⋯
,

n) 是观察到的生产活动
,

所以有 (X
, ,

Yj
) 任 T (j 二 1

,

⋯
,

n)

。

下面的结论指出
,

如果要求 T 满足凸性
、

锥性和无效性
,

则导致 C
Z
W H 模型所对应的生

产可能集
。

定理 7 生产可能集T 满足凸性
、

锥性和无效性当且仅当 T ~ {(X
,

Y ) } ( X

,

Y ) 任 (X 又
,

Y 幻 + (一 V
’ ,

U

’

)

,

久任一 K
’

}

,

其中一V
’

。E 孟
,

U

’

。一E 广
,

一K
’

〕E 洁均为凸锥
。

证明 如果要求生产可能集 T 满足凸性
,

锥性和无效性
,

则由(x
, ,

y
,

) 任T (j 一 1
,

⋯
,

n)

可知
,

对任意的 又妻。
,

有(X 又
,

n
) 任几且对满足 戈弄x 又

,

夕簇八 的任意 (戈
,

力
,

有 (戈
,

幻
任 T

.
再由(戈

,

夕) = (x 几
,

r 又) + (戈一 x 又
,

夕一r 又)
,

其中 戈一x 又笋 。
,

夕一r 又簇。
,

可知 T 可表

为
:Y = {(X

,

Y ) } ( X

,

Y ) 任 (X 又
,

Y 又) + (p
,

Q )

,

又任 R }
,

其中P
,

Q

,

R 表示满足 p O E言
,

Q D 一E 广
,

R
o E 才的集合

。

再 由T 的凸性和锥性
,

对任意的
a) o

,

夕) o
,

又1
,

几2任R
,

X

‘ ,

X

Z

任P
,

Y
‘ ,

Y
Z

任Q
,

有
: a

〔(X 又
, ,

Y 又,
) + ( X

‘ ,

Y
‘
) 〕+ 月 ( (X 又

2 ,

Y 又:) + (X
Z ,

Y
Z

) 〕任T
,

即 (X
,

Y ) (
a 几1 + 月又

2
) + ( aX

‘
+ 夕X

Z ,

aY

‘
+ 盯

,
) 任 T

,

从而有
a又1 + 月又

:
任
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,
a

X

‘
+ 口X

Z
任 P

,

aY

,
+ 尸

2e Q
.
由此可知

,

P

,

Q

,
R 均为凸锥

。

用 P
. ,

Q

. ,

R

’

分别表示 尸
,

Q

,

R 的负极锥
,

则 尸
’

二一E 洁
,

Q

‘

二犷
,

R

‘

〔一E 户
。

记 V 二 一P
‘ ,

U ~

Q

‘ ,

K = 一R
’ ,

则 V
,

U

,

K 均为闭凸锥且满足 V C E言
,

U 〔E 广
,

K C E 才
。

于是
,

T 可

表为 T ~ {(X
,

Y ) l ( X

,

Y ) 任 (X 又
,

Y 又) + (一 V
’ ,

U

’

)

,

又任一 K
’

}

,

其中一V
’

。E 言
,

U

‘

〕一E 厂
,

一K
’

。E才均为凸锥
。

反之
,

由上式定义的集 T 也必满足凸性
、

锥性和无效性
。

由于 V
‘ ,

U

’ ,

K

.

均为凸锥
,

从而容易验证 T 满足凸性和锥性
。

下面验证 T 满足无效性
。

设 (尤
,

Y ) 任T
,

即存在 义任一K
’

和 X
‘
任一 V

‘ ,

Y

‘
任 U

‘ ,

使(X
,

Y ) = ( X 又
,

r 又) + (X
‘ ,

Yl )

.

对任意的 戈参X
,

由于 戈一x 任E 洁c 一 v
’ ,

和一v
‘

为凸锥
,

可知 X
,

+ ( 戈一x ) 任 一

v 二 从而
,

有 (戈
,

Y ) 二 (x 又
,

r 又) + (x
‘
+ (戈一 X )

,

r
,

) 任 T
.
同理可知

,

对任意的犷簇Y
,

有(x
,

夕)任T
.
(证毕)

定理 7给出的生产可能集为 C
Z
W H 模型所对应的生产可能集

。

如果要求生产可能集

不仅满足凸性
、

锥性和无效性
,

还满足最小性
,

则

T ~ {(X
,

Y ) l ( X

,

Y ) 任 (X 又
,

Y 又) 十 (E 洁
,

一 E 广)
, 又任 E 洁}

即

T = {(X
,

Y ) ,X 笋 X 又
,

Y 簇 Y人
, 义笋 0}

这就是 C
ZR 模型所对应的生产可能集

。

若要求生产可能集满足凸性
、

无效性和最小性
,

不

要求满足锥性
,

便是 C
,
G S

,

模型所对应的生产可能集
:

T 一 {(X
,

Y )
I

X 笋 x ‘
,

Y 簇 Y“
,

, 参 0
.

习凡一
1}

若仅要求生产可能集满足凸性和无效性
,

而不要求满足锥性和最小性
,

便是 C
ZZL 模型所

对应的生产可能集
:

T 一 { (X
,

Y ) l ( X

,

Y ) 任 (X 又
,

Y ‘) + (一 V
‘ ,

U

‘

)

,

又任 一 K
’ ,

习“,

一 1 }
.
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