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半线性热传导方程 C u achy问题

全局经典解的存在性与唯一性

孔 荣 张 蕊

(系统工程与应用数学系 )

摘 典 本文证明了热传导方程 C au chy间题

{“ :

=“ 。 十 u . x eR
, t > 0

吸“ }
,一 。 = 帆x )

当实数
a
> 3 时

,

只要初值 甲 (x) 在某些 so b ol ve 空间中的范数充分小
,

就有唯一的全局经典

解
,

且当 t
~ + co 时

,

这个解具有一定的衰减性
.

本文所用的方法使得 C au hc y 问题中的
a

的

值同解与初值所在的空间紧密联系
, a

的值越大
,

解的性质越好
.

关 . 词 非线性偏徽分方程
,

热传导方程
,

方程解
,

C au hc y 间题
,

全局解
,

经典解
。

分类号 0 1 7 5
·

2 4

本文将讨论如下的 C au hc y 问题
:

了铸 =
赵. + “ . ,

co < x < 十 oo
, t > 0

二
}

, 一 。 = 喊x )
( 1 )

证明此问题全局经典解的存在性与唯一性
。

关于所考虑的间题的存在性与唯一性
,

许多数学工作者作过研究 (可参看〔1〕
,

〔2 ]
,

〔3〕)
。

作者在
a
为满足某个条件的整数的情况下证明了当初值在某个函数空间中很小时

,

全局解的存在与唯一
。

而在

〔4」中
,

讨论了当
a
> 3 且为实数时

,

小初值情况下全局解的存在与唯一
,

其中要求初值满足较高的条件
:

。 ( 甲 x( ) ( 灸
一
矿

.

这里 ` > 。 ,
k > 。 为常数

,

且所使用函数空间也不是通常的 so bo le ,
空间

.

本文的工作力求得到
,

当
a
> 3

,

且为实数时
,

只要初值 , ( x) 在某个 oS bol ve 中很小
,

则问题

(1 ) 在相应函数空间存在很小的唯一经典解
.

参见文【4 ]
,

当杯 x )非负时
,

(1 )的解也是非负的
,

从而 矿 不会有任何误会
。

这里我们所说的函数

非负是在 oS bo lve 意义下的
,

本文将始终假设 杯x) ) .0

1 几个不等式

本段中我们将列举一些常用的不等式而不一一证明
,

仅指出结论的出处
.

引理 1 设
a `

) o
,
必 ) o

,
i = 1

,

2
,

…
,

m
,

且

al 十 气 + … + ` =
。

> 1
,
乌 <

a ,
i = 1

,

…
,

m
.
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则存在常数 C = C ( a
1,

…
,

`
,

m ) > 。 ,

使
a
全

, a护…
a
留 《 C ( a全+ a 兰+ … + a 二)

当 , 二 2 时
,

此引理的证明可参见〔5〕
.

一般情况应用归纳法
。

引理 2 设 a : , a : ,

…
,

` ) 。 ,

P > 1
,

则存在常数 c = c (P ) > 0
,

使
a
犷+ a

窗+ … + a
二( ( a : +

. 2 : + … + a . ) 户 成 C ( P ) ( a
犷+ … + a 二)

当 二二 2 时
,

此引理的证明可参见〔5〕
。

一般情形使用归纳法
.

在先脸估计的推导中将涉及 u’ x(
,

t) 的导数
。

下面是一些有关的代数估计
。

引理 3 设 a ( x )
,

b ( x ) ) o
, a

> 3
,

则存在常数 C 二 C ( a )
,

使

}矿
一
护 }镇 C a( “ + 犷

, ) }
a 一

bI

l几 ( a 一 b’ ) I ( C ( a “ , + I
a 二

I” + b’ ` + I瓦 I
“ , )

·

( }
a 一 b } + I

a 二一

瓦 . )

!厌 (a 一b’ )I ( C (a “ 十 }
a 二

}“ + }
a 。 }“ + 犷

五 + }瓦 }“ + }凡 }“

·

( !
a 一 b ! + 】a 二

一

久 } + }
a 。 一

凡 】)

一
.

_

_ d a _
` , 、

` ~ 一 一
其中如

一 ` = 器
,

依次类推
,

等等
·

此引理中 (4 )的证明可在【4」中找到
。

式 (5 )和 (6 )通过直接计算并利用引理 1 可得
.

此外
,

还将不断地引用多个函数乘积的 H ol der 不等式
,

其证明可参看【幻
.

2 基本估计

将问题 (1 )化为积分方程 (设
a

> 1)

( 2 )

( 3 )

( 4 )

( 5 )

( 6 )

、少、
.了

,f八6矛r、了.、
1 介

_ 止二走
_ , , 、 」 .

1 广+r ’

“ 气x 一: 少 = — 下二 ! e 公
扒

` 少Q ` 十 尸一气声二 l
_

!
2 丫 时

` 一 . 2 认 汀 口 “ ` 一 ~

e 一

斜
石丁下

“ .

(右
, r ) d粗

r

或

其中

“ ( X , : ) 一 s ( , ) , +

工
s (:

一
)“

·

(一 ) d·

S (t )是对应的积分算子
.

先来估计功 (s (t )种的刀 ( R )范数
,

其中 。 为非负整数
。

显然

、 ,了、、产、 ,尹

O盯nU
1.1了叮气目.上,上

了̀、了
.

、

i一护ǐ .les日

_
。 , 、 _

1 「+ . _

上习兰~
_ , . 、 」 ,

儿` 0 “ 夕俨 = , 一 : 二二 l
_ e . L,’ 扒

` 户 a`

2 了 形
,

一

引理 4 设 1《 r
< + co

,

则有

!1功 S ( t )华
,

}}犷
( , ) 《 1}交甲 }}扩

( , )

证明 若
r = 1

,

在 (9 )式两边积分即得 ( 10 )
。

下设
r
> L

取 p
,

衬> 1 待定
,

使 1 / p + 1 /产= 1
,

则由 H 6 卫lder 不等式
,

有

}10 5 ( , ) , l一二
(: , 、 钾
乍「f

一

}{
’ 。一

丫禹 J 。
}

『一 `

}f
一

_ 。刀韧三.。 , 。 ) }
·

d。
{

dX

2 丫 形 “ 一~ \ 砂 一田 I 、 ` 一 ~ ,

、

压三尸一乡
甲 (

万
)甲 (

万
) , }r二 , }r二

(二 , 一 }I二 , }1二
(: )

( 了
r )令

在上式中
,

引理 S

取 声二
r ,

最右边的等式成立
。

设 1 (
, ,

p
,

q < 十 co
, 1+ 生 = 1

.

1

— 十—
,

P q

“ s( ,

侧 } , ..( )R ( ctP
一

韧
一

扣 }川
,

留

其中 q = (2 的
一 “ 一

少

证明 (见 [ 6〕)

了下 )告



引理 ` 设 1、 一 户
, 。 < 十一 , +

告
一

告
+

令
,

贝”有

}15 ( t )甲 I}俨
, · (: ,
镇 e , ( i + t ) 一去

其中从
. r ,

, (卯二 m a x
{ }l甲11

。 , · ( , , ,

lj尹 {l俨
,

, ( , ,
}

(卜责
,

从
, r ,。

(卯 ( 1 2 )

此引理是引理 4 与引理与的直接推论
。

注意到式 ( 1 2 )既在 t 、 + oo 时衰减又在 t ~ 。 无奇性
。

下面来估计 (8 )中第 2 项
。

令
。 (二 1 , ) 一

天
s ( ,

一
) U·

(
· , · ) d·

( 1 3 )

引理 7 设
a
> 1

,

则存在常数 C = C (P
,
甲

,

a) 使
· (

· , , ) }. :一
〕 、 e ( 1 + : )` ( 3 - , ) (

一 (

孔
( ,

一
) 一 “ ,二 (一 ) }. 、

(一` · )
·

( 1 4 )

其中参数
r ,

户
,

6
,
甲满足下列关系

十 oo >
: ,

, > 1
,

冬+

尹

a 一 l

r
( 1 5 )

夕+ 。 一
白

一
卜 告 ( 1 6 )

证明

数乘积的

设 ,十
告
一

告
+

合
,

州
,

* 满足
:

妙 < 3 ( 1 7 )

办 r/ 十夕 (1 一 q / r) 十尹 (1 一 P / r) ~ 1
.

利用关于多个函

A o ld
e r
不等式

,

得

}

一
花去丁

队,: {
飞

碧
歹

{
` (

一

·

(漏头歹!
’ 一’

}裁粤
下
}
`一

司
r

镇万篇比厂
。 一

斜
,

侧丁二下) ,

二 , d。 ·

:

[犷
`

藕
,

一 (丫石 ) ,

d o
r

]食
一

’

「C{一井
= d o

r

刁令

J L
` ” 曰 一

co ( 丫 t一 r )叫 J

注意到 帅 < 3
,

上面不等式两端关于 x 积分得

厂
二` X 、 C (户

,
*

, · )￡`
( 3

一 ,一「五丁二
_ (卜

· )一 ,二 d。 ·

〕`
·

〔五丁了
_ (!

一
)一 “ ,

一“ “ ·

」
, 二 - · 、

1
{

2 了丁 )令
共甲 ` 、 P

,

补 划 ~ 一一一下二二甲 I se 代; 二=- l
( 2 了 二 ) 了

’

t 了 P 」 卜冬 (、 一 1 ) {食
一 ’

` /

令一 aq
,

音
“。一

合
( ,户一 1 )

,

贝。一 ,
,

,
,

, 满足 (巧 )及 ( , 6 )
。

由于 * 仍有任意性
,

故 ( 1 7 )也可得到满

足
。

( 1 4 )得证
。

引理 8 设
a
> 1

,
O镇 m ( 〔司 a( 的整数部分 )

,

则有

.}二
V (

· ` ,

) }.、
(一 、 e ( 1 + ` )`

( 3

一
〔
五

(`一 )
一

会;: (
· , · ) : ,

,

一
) d· ) 〕

·

,,
· (一 : ) }. ,

,

一 、 C ( 1 + , )`
( 3

一 (五
(卜

· )
一

会 ,}
· (

· , · ) }, , 一 d· )

)
“

( 1 8 )

( 1 9 )
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, (
· , t ) 1}护

, · ( , ,
成 e ( z + t )

一

专
` , ` ,

风
, ,

(叻

+ e ( 1 + ` )`
( 3 ,

,卜一

[工
(卜 · )

一

“ ,}
· (一 ) }, , 一 `· )

〕
’

其中
r ,

P
,

夕
,
甲满足式 ( 1 5 )

,

( 1 6 )
,

( 1 7 )
,

e
二=

C ( P
,
尹

,

m
, a ) 为常数

,

而

( 2 0 )

N .
, f

(叻 = m a x { }】甲 }}俨
· ( , ) ,

}}甲 }}俨
·

母
(: )

} ( 2 1 )

证明 直接在
v
的表达式的积分号下求导

,

并利用引理 l 估计之
,

再仿照引理 7 的证明便可得式

( 1 8 )
。

( 1 9 )式是引理 2 与 ( 1 8 )式的直接推论
,

而 ( 2 0 )式又是引理 6 与 ( 1 9 )式的直接结果
。

3 强解

引入度量空间
。

设整数 二 ) o
,

实数+ oo 二>r > 1
,

夕> 1
,

占> 。 ,

记

瓜
, r ,

,
,

, = {
u ( x , t ) ) o }D ( u ) ( 占

, u ( x , t ) 任 0C ( ( o
,

+ co )
,

、 ’
· f

( R ) ) ( 2 2 )

其中

则类似于 〔6〕
,

容易验证

D ( 。 ) =
, u p ( ] + , )粤11

, (
. , t ) 11俨

, · 〔* )

( 2 3 )

引理 , X .
, r ,

附在度量 D ( u) 下为非空完备的度量空间
。

为证主要结论
,

将用 aB an hc 不动点定理
。

令
T

U

一 ( , ) ,
,

+

{;
S (忿一 ) U·

(一 , d·

( 2 4 )

引理 10 设 。 ( m蕊【司
, 口

> 3
,

则存在 夕> l
,

使

!} ? 1}俨
, , ( , ) +

一

}}甲 1}俨
,

母
(: )

(
。 ( > o ) ( 2 5 )

且
。
和 a ( > 0) 都充分小时

,

T 将 X .
, r

,P, ,
映到 自身

,

其中

证明 设
u 任 X . 产 ,’, , ,

则
u

满足式 (2 3)
,

代入式 ( 2 0 )得

, , 3
口 < ;、 r < ;、 ~ 二尸 气口一 1夕 。

乙

T
· (一` ) .} ,

,

一 、 C ( 1 + ` )
一

`
( , 1 ) `

,

+ C护 ( 1 + , )`
( 3

一 [卫
(卜· )

一

“ ( 1 + · )一` ·

」
`

经过简单的计算
,

可断言
:

只要 夕> 1
,

夕r/ aZ < 1
,

就有

卜 {;
(卜

· )
一

票( 1 + · ,
一

“`· 簇 C ( ` + ` ,
一

豁 ( 2 6 )

于是由式 ( 2 6)
,

有

}} T
u (

· , t ) }}护

下证当
。
与 沙充分小时

,

必有
:

为此只须证对 月> 1

, · ( , 。
簇 C ( l + : )

一

号
`· ` ,犷 + e护 ( i + , )专

( 3
一

, ) (卜· )
一

誓

uT (
· , t二

,

1}护
, r ( , )
毛了 ( 1 + t )

一

夕

一

洁
一

` --a ` , + “ ` 。
( 2 7 )

1
, 。 _ 、 ,

下
目

气J 一华笋 少气r 一 a 夕 -

` 警
+ , 、 。

( 2 8 )

因
a
> 3

,

故式 ( 2 7 )显然成立
。

另外
,

渺 < 3
,

又在式 ( 2 6 )的推导中要求
:

6 r/ aZ < 1
,

为证满足 ( 2 8 )的班 > 1) 存在
,

只须适当选取
r

使式 ( 1 7 )及式 ( 2 9 )成立的同时还有

( 2 9 )

1
, .

下
~ 气J 一 罕沪少气r 一 a 少-

`

( 3 0 )<
8r一2

由式 “ 6 ,得
,

6一 1一
令
一。 ( 1 一

子
)

,

代入式 ( 3。 )得
,

<要a( 一 1 )
。

又因
r
>

。 ,

故
,
须满足

乙

3
,

a < 二、 r 又
,

~ 二~ L a 一 1 )
`

( 3 1 )

因
a

> 3
,

故满足式 ( 3 1 )的
r

存在
,

从而满足式 (2 7)
、

( 2 8 )的夕必存在
。

注意到此为止还未对 6 与甲加限
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制
。

容易验证式 (1 3)成立时满足式 (1 7)
、

(2 9 ) 的 6 和 甲存在
.

(证毕 )

下证当 m = 2 时
,

T 为压缩映射
。

引理 1 1

为压缩映射
.

证明 设

设
a
> 3

,
一 , 3

口 <从 r < 、 , 丈` 气口一 1 少

乙

,

夕如引理 10 所确定
,

则当 于> O 充分小时
,

T
: X : 声

,,,
a

~ X : .f
,.P

,

。 1 , 。 2〔 X :
. r .

,
,

, ,

且
“ :

= 八
, ,

}
讯

飞认少

二 : ~ 几
: ,

则 , = “ , 一“ :

满足

= w 。 + ( .
r
一妙宝)

( 3 2 )

!
, _ 。

~ 0

在引理 3 中取
a

= v l ,
b一 。 : ,

则相应于 ( 4)
,

( 5)
,

( 6) 的不等式成立
。

以下来估计 ”八
, 一了勺留

}{哟
,f 〔: ) .

注

意到 1、 · ,

,
, 。< 十 co 且 1+

令
一丰+ 生

,

P q

最后令
r

一
。 ,

取 ,
,

,
,

, 使 ,手
十 “ ( ,一

子
) + , “ -

之 )
= 1

,

利用多重 6H 1de
r
不等式

,

有

}、
1 一

二
:

{
·

、 份头
)
·

)f
:

{
一

粤
( 。 :

1 、 。 :
1 , }

。 , 一 、 }do
r

)
r

Z 丫 盯 “ 四
一

~ 犷 卜 r `

「户 件 “

( Lj
。

J
一

_

e
一

斋
,

( 丫石 ) ,

〕 r 户 f一 。犷, + “
, , ,

门于
,

}u l 一刀 ,

l
犷

d翻 r 日 !
_

l
一

一
侧

下= 尸了
Q
和

T .
J 口

“ “

一 ( 了 卜
r

) 呵 J

·

呱兽
制*

r

〕
’

-1

因而得

二
! 一

二
2

.{、
(· ) 、 ct `

( 3 , )《卜一

「五几
(卜· )

一

息(· :
1 + ·

:
! )“ ` “ ·

」
’ 一`

·

以令
一

、 柯
1)

,vl
一

、 ,*
r

〕 ( 3 3 )

在此
,

没有必要让 ( 3 3 )右端括号中 (t 一 r )的幕次相等
,

而只要求

, < 3
,

牛< 1
,

令( , 一 ; ) < 1

` “ `

( 3 4 )

由弓1理 10 的证明知
,

有

一 一 3
兰」 a 吸

,

r 《
.

气于 气a 一 l 少
乙

冬+ 丝 一 1 时
,

P r

满足式 ( 3 5 )的 沪
,

夕
,

沪存在
.

应用引理 2
,

T 刃 1一 T 讥 ,.、
(· ) 、 e (: + 1 )` ( 3, ) (卜一

[五
(`一 )

一

鑫( : 。 , (
· , r ) !}分

《二 )

+ }}
。 : .(

, · ) : 、
(一` ·

〕一 (

五
(卜· )

一

` (
,

1 )
.}
一 分 (砚 ) d r )

类似地 }{二 (、
1一

二
2 ) }}:

<一 、 ,`
( 3 , )

一〔五
〔-t · )

·

会( {}份 1 (
. , r )

+ ,,
。 2

二 , ! . : 1
,

一d ·
〕

, 1

「炙
(卜· )

一

` (` 1 )

}! 刀 i 一妙: !l 二1
,护 (: )

二1
· r (况 )

d·

」
}!送 (几

飞一

vT
: )

. ,。
(· ) 、 ct `

( 3, ) (

一
[J;

(卜· )
一

会( : 。 : (
· , r ) }}二

2
, , ( , )

十 !{。
2 (一 ) }} ; 2

一 d·〕
, 】 ·

[式
(`一 ) `〔 ,

1 )

}}
, 1

一 }} ; :
,

一` ·

」
综合上面三个不等式

,

有

}. “
1 一

“
:

:} ; 2
,

一 、 e ( 1 + ` ) `
( 3 , ) (卜一

[工
(卜· )

一

“ (一 (一 ) }. ; 2
,

一
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+ .!
V Z ( 一 : ): 。 一 )`· 〕

, 1

[芡
(卜· )

一

` (
,

1 )

}.
V ,
一

2

}. 。
· (: ) d r

」
由于 }}切 (

· , t ) }}二
:

, , ( , )
( 了 ( 1+ t ) 夕

,
i = 1

,

2
,

故

1IvT
, 一

肠
:

{I争
, · ( , ,

镇 e ( i + r )专
` 3 , ) `闷 )

a
(卜 1)·

·

〔上
(卜· )

一

“ ( , + · )
·

,` ·

j
“ ’

·

〔卫
(卜· )

一

` (

一 ( 1 + · )一`·

」“
`

一
,

注愈口 (,
厂

, , )畏g犷( 1 + ` ) ,
}l

, ` (
’ , ` )

一 , , (
’ , ` :

,

11二
,

, · ( , ) ,

类似于 ( 26 )式的证明可得

炙
( --t · )

一

` (
,

l )“
一

。 · )
一

“ · ` C ( l + , ,
一

`
(
,

1)

关
( ,一 )

·

会( 1
一

* · )
一

“ · 、 C ( 1 + ` ,
·

奈

于是有

!I八
, 一

肠
:

11; :
,· ( , ,

( 汾
`· : )

.

( i + ` )奋
` 3 , , `阿 ,

一

奈
·̀ ` ,

一

蚤“
` ,

介 (。 , 一 。 2 )

类似于引理 10 的证明
, 当

。
<

r
<冬 a( 一 1 ) 时

,

必存在 夕> 1
,

`

一 1
, _ 、 , 、

6r
,

便牛犷 L J 一乎乡少 L r 一 a 少 一 下: 吸a 一 1 )

“
“

生
2

(帅一 1 ) 镇一夕
,

从而 ( i + : )夕 !}八
1一

几
:

!}护
, · ( , )

( 份卜` ,·

汀 ( 。 : 一。 : ) 即 D (几
1一几

: ) ( 己 a ` , , D

( 。 , 一。 : )
,

显然可取 a 充分小
,

使 c告了
· 1) < 1

,

从而 T 为压缩映射
。

为了证明本文的最后结果
,

还箱
“ ,

的估计式
.

显然 v 二 “ :

满足

{ 铸 一 刃“ 十 au 目
刀

。
}
: _ 。

~ 凡 + 尹

( 3 5 )

( 3 6 )

于是
” ( X , `

卜
S (: ) (、 + , ) +

J;
S (卜· )〔aU

, 1 (一 ) V (一 )〕d·

( 3 7 )

一
、
。 ~ 。 , 一 3

1 2 1这 口石夕 J , 口 <从尹`
勺

弋犷 气口一 l 少 ,

`
则对任何 T > o

,

存在 A ( T ) > O
,

使当 。簇 t成 T 时

}}
。 (

· , t ) }}分
(: )

( A ( T ) ( !}甲 !!护
, , .

:, ) + !1甲 }!护 母
( : 〕 +

由引理 6
,

存在常数 C > 。使

115 ( t ) (` + 尹) l}分
( , ,
镇 e ( i + t )

一

奋
` , , , ( l}` l}分

(: , +

11甲 }1务
<: ) + }! 甲 }1介

. ( , ) ) ( 3 8 )

理引明证

}1礼 }}计 + }}叫!熟。

一

卜 !1甲 }! 卜
<, )

( 3 7 )式右端第二项的估计与引理 n 的证明类似
,

引用多重的 H ol de
r
不等式得

( 3 9 )

}.卫
s (卜· ) (。

, 1 (一 ) · (一 )`… 、 (一 、 C ( 1 + ` ) ` ( 3 , ) (

一 〔且{几
(卜· )

一

会二 (`
, · ) ` “ ·

〕一

·

〔上{三
( ,~ · )

一

` (
,

1 )扩 (。
, r ) d o

r

〕

其中所涉及的各种参数如引理 13 所示
,

于是当
二 〔 X : ,r .,, ,

时
,

有

,,买
s (: ) (。 , 1 (一 ) 。 (一 ) `· }.、

(一 、 c 犷 (

一
专

( 3 , ) (卜一奈
(, 1 ) ·

(

工
(卜· )

一

`
(` 1)

. ,
。

: 、
(一` · )

从而当 O( t ( T 时
,

有 A : ( T ) > 。使

}}。 (
· , t

}}分
( : ) 《 C ( }}礼 }}分

<, , +

+ A
l ` T )

上}.

再利用 G r o n w a ll 引理便得 ( 3 8 )式
。

结合引理 10
,

n
,

12 得以下定理
。

}}护 }}至母
( , ) + }{甲 !}矛

《: ) + }}尹 }}份
( , )

。 (
· , : ) }1分

( , )
d

r
( 4 0 )



定理 1设
。

> 3
, a

<
r

<
普( 。 一 1 )

,

则存在夕> 1使当

}}甲 }{
. ,

, , ( , ) + {}甲 }}护
,

含
( : ) + }{尹 {}俨

( : )
(

`

而
。
充分小时

,

间题 (1 )存在唯一全局解
u

x(
,

t) 使对任何 T > o
, “

( R ) )
, u :

( x , t ) 任 C ( [o
,

T )
,

L
r

( R ) )
.

4 经典解

讨论解所可能具有的性质
.

注意到
v

=
u :

满足式 (3 5 )
、

(3 6)
.

令鲜= }}

}} , !}务
(, 、 + }}甲 1}争

(: ) ,

则有

( x , t ) 〔 C ( [ o
,

T ]
,

、 2
, r

` 1}分
( * ) + }}沁 }! }}乞母

( , ) +

引理 1 3 设
a
> 3

,
_ , 3

a <石
、

r 叹
、

.

-二
.

乙
( a 一 1 )

,

}I
v (

·

则存在 夕> 1使 沙及城 很小时
,

有

, t ) }}全
/ ( , ,
毛 产 ( l + t )

一

卢 ( 4 1 )

证明 注意由引理 12 的证明

}}
· ( 一 , ) }}: (一 、 C ( ; + , )

一

“ 一、 + C ( 1 + 才)“
,

一吠几
( `一 )

一

“ U ·

( ,
, · ) d 。 ·」, 1

·

吠
( ,一 ,

·

令
(` ! )

,̀
。

,̀分
(一 d

·〕
( 4 2 )

其中半+ 竺二 2一 1

P T

丝+6 (1
一

三 )
十渺

(1
一

二 ) 二
1

.

取 沪~告
,

则简单的计算表明存在
。使
会

< 1及

即 < 3
.

另一方面
,

因
u ( x , t ) 任瓜

, r ,

,
,
, ,

故 }{
二 (

· , t ) }{分
, · ( , )
簇犷 ( 1+ t )尹代人式 ( 4 2 )

,

得

,}
V (一 : ) : 、

(一 、 C
l ( 1 + 君 )

一

`
(, 1 )

、 + 份
( , 1 )· ( 1 + : )`

( 3

一
“ (

一炙,,
。 (

· , · ) .}、
(一 d·

r 一 1
一

活 (1
一

上 )

由假设及 。 - -下石J `
,

得

冬( 3 一 , ) ( ; 一 。 ) 一 票(。 一 : ) 一 , 一 鲤于达 < 冬(。 一 l ) 一 鲤于卫 < 一 1

“
“

“
乙

(r 一 )
一

音。
(r 一 ) 6r

长甲 又-a 1 , 丈一万
` a

3一z从而可取 夕> 1满足
:

因而
:

l}
v (

· , t ) ,,、
(一 ` C ( , + 才 ,

一

`
(, 1 )

、 + 份
` , 1 )· ( 1 + , )

一

,

孔
.}。 ( ,

, t ) 1}公
( , ) d r ,

由 G
r o n w a l l不等式

,

得

v (
. , t )

故当鲜充分小时有
:

}!

引理 14 设引理 13

证明 由于
v 二

(x
,

)t

v (
·

jl分
( , 。

( C泪知六“ 卜` , r

[ 1
一

( 1 + t )
一` ,一 ` ,

」( 1 + t )
一

,

t ) }{分
( , )

( 了 ( 1 + t ) p
.

(引理证毕 )

的条件满足
,

则对任给的 T > o
, 。 ( x , t ) 〔 e ( ( o

,

〕
,

二`
, ·

(尺 ) )

1 「+ , 丝坦三
, ,

~ , 甲声 = 二二,
_ _

e . L。 二八礼 十 俨夕d心

4 丫 犷 t。 , ` ,

一

a 「t
r

十 丫一井= {
`

!
4 丫 汀 ` v `

(冬二 ) 2

e
一

4 ( t一 r )

( t一 r ) s / 2
(冬 x ) u 卜 , (片

, r ) u (右
, r ) d粗

r

、 Q (` ) (、 + , ) +

炙
Q (,一 )〔au

, 1 (
· , · )二 ( · , r ) ]d r

采用引理 4 的证明方法
,

有

1I Q ( t ) (礼 + 尹 ) 11分
( , )
镇 ct

一

母( 11送甲 11分
( , ) + 11甲 l}:.o

(* )

其中 C 仅与
二
有关

。

类似于引理 7的证明
,

可得

( 4 3 )

,!关
Q (卜 · ,〔aU

, “
·

, r ) 。 (
· , : ) d r

l}呈
·

( , )
( e ( 1 + t ) [̀

一

专
` , , 几

一

l ) j

·

{〔五
(卜· )

一

, … (一 ) }{:一 d
·

〕
`

+

〔五
(卜· )

一

, }}
· (

· , · ) }}、
(* )

d
·

」
`

}
( 4 4 )

其中粤+ 丝 _

P r
畏+ 6+ 。 ( 1

一

粤) 1

J l l

,--L ~ * 。 一“
、 , ,

一
, 。 一 3 6r

_ _ _ _

~ _
,

.

、
’

、

耳异衣 明
,
日取追兰 创 口刁 甲便芍言又 1 ,

渺又 1 ,

囚 叨 又4 4 夕式
` “
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的右端有意义
。

还可以给出更精确的结果
。

由
二 e X :,f

,a,
a
及引理 1得

』}工
Q ( ,一 ) : 。

, 1 (
· , · ) t, (

· , · ) 〕d ·
,』:一 、 e , ( 1 + , )`

( , , + 1 )

( 4 5 )

结合式 ( 4 3 )
、

( 4 5 )得到
:

}}
v 二 (

· ,

引理 15 设引理 13 的条件满足
,

第 5段中所得到的间题 (1 ) 的解
。

“认 R )
( ct

一

会鲜 + 份
, (1 +t )合卜” +1)

.

则对任意 T > 0
,

送
u ( x , t ) 任 C ( ( 0

,

(证毕 )

T 刁
,

L
r

( R ) ) 这里 二 为

证明 因 。 ;一
(。 s ( ` )、 +

J;
( D

·

s (`一 ) )。 Z X (二 ) d
· ,

则 二
U 一 。 ( ` ) +

孔
。 ( ,一 )二

·

ad 二 以下的证

明完全类似于引理 12
.

(证毕 )

定理 2 设定理 z 的条件成立
,

则对任意了 ) o
, u 任 C (〔o

,

T」
,

C
, (尺 ) )门C ( ( o

,

T 〕
,

C
Z ( R ) )及

u ,

〔 C

( ( o
,
了〕

,
e (尺 ) )

,

故
u ( x , t )为问题 ( z )的经典解

。

证明 由引理 13
、

14
、

15 可知
,

对任意 T > 。有
u 任 C (〔o

,

T ]
,

二 ,
, r

( R ) ) 门 C ( ( o
,

T〕
,

w ,
, ·

( R ) )

u ,

任 C (〔o
,

T 〕
,

刃 (R ) ) 门 C ( ( o
,

T〕
,

w `
, r

( R ) )

再应用 S
o

bo l ve 嵌入引理即得结论
。

`证毕 )

引理 1` 设定理 1 的条件满足
,

且 }}列}
, ,

, r沃 )
很小

,

则对任意 T > 。 ,

间题 ( 1) 的解
二

满足
u 任 C (〔o

,
T ]

,

w 3
, r

( R ) ) 自 C ( ( o
,

T〕
,

W
`

, r

( R ) )

u ,

〔 C ( [ o
,

T 〕
,

W
,
、 r

( R ) ) 门 ( ( o
,

T 〕
,

W
Z

, 『

( R ) )

此外
,

若 }}现列}犷
( R )
还很小

,

则
u :

和正则性还可提高
:

u ,

〔 C ( [ 0
,

T 〕
,

W
Z
’ ”

( R ) ) 门 C ( ( 0
,

T 〕
,

W
3

, r

( R ) )

证明 设 送
u a

= R ( u ) + a u ` ,
D垦

u ,

这里 }尺 ( u ) } ( C ( u o

+ }
u 二

}
`

}
u 二 }

“

)
.

因 D垦
二

= S ( r )块华 +

J;
S (卜· ,送

U“ 一 ,` ·

从而
:

但

利用引理 6
、

二
U 一 s (` )* +

{;
s (卜 ;: ) ; ( U ) d

· +

孔
s (卜 · ) ( aU

` 1

庆
U ) d·

( 4 6 )

}}
u (

· , t ) }l几
2

, ·

毛 子 ( 1 + t )
一

夕

引理 8 及类似于引理 13 的证明
,

并将式 ( 4 7 )代入式 ( 4 6 )得
:

一l刀垦
u

}一分
( : 。
簇 e ( i + t )

一

合
`一` , ( l一, }一; 3

, · ( , , + l一* !+; 3二、 (: ) ) + e ( 1 + t )
一

,胆 +

( 4 7 )

e ( 1 + ` )
一

, ;
(, 1 )

丁; },二
·

,̀
分 (双 )

d
r

仿照引理 13 的证法易知
,

当 }{列}淤呱
)
一

+ }}列 }

( i + t ) 口
.

适当调整 夕及 占的值就有
:

}}
u (

· , t )

T 〕
,

、 3
, f

( R ) )
。

争令均 (
。 ,

而
`
充分小时

,

必有 1}送 u1 {认
: )
蕊了

{】孟3
, r ( : )
蕊子 ( i + )

一

夕。

故对任意 T > o
, 。 〔 C ( 〔o

,

利用引理 1 4 的证法
,

有
: u 任 C ( ( o

,

T 〕
,

二
` , ’

( R ) )
。

类似地
, u ,

〔 C ( ( o
,

T 〕
,

W
`

, 『

( R ) ) 及

u :

任 e ( ( o
,

T 〕
,

二 2
, r

(尺 ) )
。

若 }} D全尹 }}扩
(* )
很小

,

则因为

D呈( u ,

) = S ( t ) ( D立甲
一

于 D呈尹 )

利用与前面相似的方法就可得到定理的结论
。

(证毕 )

S ( t 一 r )送 ( au
卜 1二 t ) d

r

定理 3 设定理 1 的条件满足
,

且 1}列}、 朴材反小
,

则对任意 T > 。 ,

有

u 〔 C ( ( 0
,
T 〕

,

C
3 (尺 ) 门 C (〔0

,

T ]
,
C Z ( R ) )

u :

任 C ( ( o
,

T 〕
,

C
` ( R ) ) 门 C ( [ o

,

T ]
,
C ( R )

若 }】叫}
, `

, · ( R )
很小

,

则
“ ,

的正则性可改进为
u ,

任 C ( [ 0
,

T 〕
, .
了` ( R ) ) 自 C ( ( 0

,

T )
,

C
Z

( R ) )

8 7



证明 这是引理 4 与 o So bl e
v
嵌入引理的直接推论

。

这是在
a

>3 的假设下所能得到 (用我们的方法 )的最好结果
.

即再对 , 附加任何条件都不能改进

解的正则性
。

但
a

值越大
,

解的性质却越好
。

有以下结论
,

(证明完全类似于定理 2)
。

定理 4 设定理 1的条件满足
,

〔司 二 m ) 3
,

且 ”叫 }沪
·

恤
)
很小

,

则对任意 T > 。 ,

u 任 C ( [ O
,

T 〕
,

介
” ( R ) ) 门

c ( ( 0
,

T )户 ( R ) )

, ,

任 C ( [0
,

T 〕汇 ,
~

, ( R ) ) 门 C ( ( o
,

T 〕工 ,
z ( R ) )

若 ”叫}沪+1
·

呱
》
很小

,

则 统 的正则性可改进为
。 :

一 C ( [ o
,

T j
,

户
.

, ( R ) 门 C ( ( o
,

T〕
,

户
一

, ( R ) )
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