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单调光滑函数的保形插值算法
‘

方 透 张新建

(系统工程与应用数学系 )

摘 要 对于给定的单调数组
,

本文描述了一种保形二次插值样条函数
。

插值函数结构

简单
、

计算方便
。

最后估计了擂值函数的误差
。

关锐词 插值样条
,

单调性
,

保凸性

分类号 0 241
.

5

单调型值点的保形样条插值方法
,

在实验数据处理和计算几何中是一种十分重要的

方法
.

关于这种插值方法的研究已有不少文献〔‘一 ‘〕
。

比较典型的有
:

J
.

A
.

G R E G O R Y 等

人[l] 用分段有理二次函数插值得到一条保单调的曲线
,

但曲线不具有保凸性
,

即拐点个数

与型值点凸凹性不一致
;
文涛图用积分磨光法导出了一种保形插值方法

,

但每个子区间上

的曲线由多段直线和抛物线组成
,

所以计算较繁
,

且对计算几何来说曲线缺乏造型优美

性
。

本文用较少的抛物线段连接
,

构造了既保单调又保凸的二次样条函数
,

且构造方法

具有统一性
,

便于编程计算
。

1 单调保凸二次样条与 H er m ite 插值多项式

设区间[
a ,

b〕上的分划

{少
‘

}高
、

乙 : a = x 。

< xl < ⋯ < 几< 几十 ,
二 b

{试}寄分别表示型值点处相应的函数值与导数值
。

si 一 (苏+ 1
一苏 ) / (xi 十 ,

一云 )

(i一 o
,

1
,

⋯
, n )

,

D Z少‘
~ (s、一 s, 一 ,

) / (姜 十 ,
一 x 卜 ,

) (i= 1
,

2 ,

⋯
, , )

,

分别表示型值点处相应

的一
、

二阶差商
。

定义 设型值点 {y ‘

}世子是单调数组
,

若存在单调函数
: (x) 满足下列条件

。

(1 ) : (x )在每个子区间 [若
,

x ‘+ 1

〕上是二次多项式或光滑连接的分段二次多项式
,

记

为 凡 (x ) (i= 0
,

1
,

2
,

⋯
, n ) ;

(2 ) : (x ,
) = y、

(i二 o , z
,

⋯
, n + 1 )

, :
;(x ‘

一 ) = s
;

+ ,
(x ‘

+ ) (i~ 1
,

2 ,

⋯
, , ) ;

(3) : (x )的拐点个数与二阶差商量的变号数相同
,

则称
:
(x )为〔

a ,

b] 上的单调保凸

二次插值样条函数
。

我们知道
,

子区间〔瓜
,

二 十 ,

〕上的三次 H er m it e
插值多项式为
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H
,
(x )

一 ,
‘

(
‘一 2

好于会)}篆笼老)
’

+ ,
‘
一

(卜
2

支云号)(
+ 峨(二

一
‘
)

(篆
甲

瓮七}
’

+ 己
‘
一 (二

一
,

(续于轰}
’

X 一 X ‘

毛十 1
一 若

(
,
、
一 Zy

X 一 X ‘

x ￡
一 X i + -

+ ‘
、
(X

一
,

)(
(x 一 x ‘

) + (若 一 x ‘+ 1
)

羞十 l
一 若

+ }夕
‘+ 1
一 Zy ‘+ i

(x 一 若 ) + (x ‘
一 x ‘+ 1

)

x ‘+ i
一 工‘

+ J‘十 1
( (二 一 二、) + (X ‘

一
‘十 1

))

)(
X 一 X ‘

毛+ 1
一 x ‘

d
‘

+ d
‘+ 1

n
哭 +1 一 多 } (x 一 x 户

, . , , 、 .

一 ‘ 二尸一一二尸二 l下二ee一一一二气而 个 a ‘、x 一 x 口 一 丛
汤苗+ 1

一 孟
: I 、孟g+ 1

一 茜亡夕

一 f
。

兰址二几兰 _
。 , _ 、

1 1 。 _ _ ‘诗 f 汤 ‘+ 1

\ 苦‘+ 1
一 祷泣

(x 一 x ‘
)

2

x ‘+ -
一 工‘

一 ‘d
‘

+ d
‘

一
2“

诸于券
+
晋

(2 5 ‘一 峨 一 峨· 1

瓷形省
一

合
,

‘畏于兴{d
‘

+
音瓷形蛋

“十 ;
+

合
(X ‘+ ;

一 二‘)己
‘

+ ,

当 试
+ ;

+ d
‘
一 2s

‘

时
,

H
‘
(x )退化为二次多项式

1 (x 一 x ‘+ 1
)

2 , .

1 (x 一 x ,
)

2 , .

1
,

s‘气x 少 ~ 一 下
~

丁二- - 一二戈a ‘

十 二 二甲-
目

一一二丁俘‘+ i
十 二 气x ‘+ l

一 工‘少口、

十 y‘ Ll 少
‘ 、孟f+ l

一 芯f户 ‘ 苗百+ 1
一 “

石

由式 (1) 可直接得到下面的引理
。

引理 i : 、(x )在〔x ‘,
x 、+ l

j上单调增 .:减 ) 的充要条件是 d
‘、

d
‘+ ,

) o (d ‘、 d ‘+ 1

成o )
。

引理 2 当 d
‘+ 1
一 d

‘

) o 时
, : ‘(x )是下凸的

;
当 峨

+ ;
一d

‘

簇 。时
, s ‘(x )是上凸的

。

2 单调保凸的二次样条插值方法

下面我们就 {y ‘

}离为单调增数组的情形给出单调保凸二次插值样条函数
: (x) 的构

造方法
。

2
.

1 确定
, (x) 在各节点处的导数值

对于区间 [a
,

习的内节点
,

令

d ‘
二 s ‘(x ‘

) =
y ‘+ 1

一 y i一 l

x ‘+ z
一 工i一 l

) 0
,

i = 1
,

2
,

⋯
, n (2 )

对边界点 x 。 、
x 时

1 ,

可以按插值条件指定 s’(x
。
) ~ d

。 ,

s’(x
. 十 ,

)一氏 十 , ,

其选取方式为

{当
D

’y l

> O 时
,

d 。
一 七

1 ,

O < 又

吓
‘’

}
当 Dz yl < O 时

,

J 。
一
件

‘

丫
’

}
当 D

“
y

·

> O时
,

J

一
七
一

‘> ‘’

L当 D
z夕

,

< 0 时
, d

二 + ;
= 七

二+ : ,

0 < 又 < 1
.

(3 )

2
.

2 无拐点子区间上的插值函数
, (x)

设 D
, y ‘

与 D
, y ‘+ 1

同号
,

则 s (x )在区间〔x ‘,
x ‘+ ;

〕内无拐点
,

过点 (x ‘ , 少‘)与 (x ‘+ ; ,

少, + ,
)

分别作斜率为 峨 与 试
+ ,

的直线 l‘与‘
飞 ,

记两直线的交点为 (x M , y动
,

则



牙
x “ 一 ‘d.+

1
孟月一 试若 一 劳一 十 从’/ ‘d.+

!
一 娇’

〔y M 一 势 十 试(翔 一 xi )

不妨设 D
Z y ‘

> o ,

D
, y ‘+ 1

> o
,

于是有
: ‘一年

1

> o , s ‘+ ,
一 s‘> o

,

即

(4 )

s‘一 l

< s ,

< s‘+ 1 (5 )

再由

d ‘
~

y 正+ 1
一 y ‘一 l

x ‘+ l
一 x ‘一 l

y ‘+ l
一 y ‘

若十 I
一 xt

一 I

十 三丘二卫生上
石十 l

一 工‘一 1

x ‘+ 1
一 x ‘

~ 气

—
x i+ z

一 工护一 1
+ s 、一 1

X ‘
一 x ‘一 1

x 矛+ 1
一 工‘一 z

知 d, < 凡
.

同理可知 成+ 1

> 凡
.

从而得到

0 < d
‘

< s‘

且由此可保证 xi < x M < x ‘+ 1
.

[ x 、
,

x 、+ 1

〕上由 l‘ , l、+ 1

组成的折线函数记为

< d
、+ 1 (6 )

L (x )
,

则

l‘(x )
,

l‘+ 1
(x )

,
(7 )

了
l

若

1
.、

一一
、
护

X
2.、

L

式中
,

乙(x ) = 共 十 峨(x 一 xi ) ; l, + ,
(x ) 一

任 〔x
‘ , x M〕

任 【却
,
x ‘+ 1

〕

夕、+ 1
+ 试+ 1

(x 一 x ‘+ 1
)

以下我们分两种情况构造
: ‘(x)

。

(l) 若 峨+ 峨+ 1
~ 2s

, ,

则由式 (l) 直接得到 [ x ‘ ,
x 、 l

j上的
s、(x)

,

且由引理 1
、

2 和式

(6) 知 s‘(x )是单调增下凸的
。

(2 ) 若 d ‘
+ d ‘+ 1

尹 2 5 ‘ ,

则令

入 + x M

二
一

2 -

x M + 若十 1

2

y产
劳 十 少“

2

y 材 + y ‘+ 1

2

(8 )

一 y ‘+ 1
=

才
一

xi+l

了

l
‘

ee
ee
、

设连接 (xt+
,

y加与 (二吞
, ,

y忍
1
)的线性函数为 l(x)

,

即
.

l( x ) 一 y广+ 凡(x 一 x 广)

插入新的型值点 (x
, ,

y , )~ (x M
,

l(x M ))

为 : 、(见图 l )
。

由式 (6 )知 d ‘

< s ‘ ,

且

(若 + : ,

多 + :

)

一
{
二、

,

, 广十s,

粤并
l

{
,

并取该型值点处的导数
\ ‘ ,

2 些止二2 三

x 户 一 毛

2

x 户
一 丙

y M 一 y ‘

2

x M 一 x 、

)
十 s, 一万- 一 )一

“ 一 久
图 l 新的型值点处的导数

同样
s ‘< 试、 1

且 2 2 吐注二些 ~
x 艺+ l

一 x 户

s 、+ d
‘+ 1 。

于是由式 (1 )得到 : ‘(x )
:

1一Zx
+d

(x 材 一 x )
’

X 材 一 若

s *
(x ) ~

x )
2

(x 一 x ‘
)
“

而二 云 凡

任 〔x
、 ,

x ,
〕

(x 一 x 、)
2

x 汗1
一 X M

1
,

一 下 气x M 一 x ‘少己‘
一 y ‘ -

‘

(9 )
(x ‘+ 1

一 x )
2 .

1

—
匀

叫

宁 下犷
工‘+ 1

一 工M ‘

1
,

a ‘+ ‘

十 百火丙+ ,
一助

夕s‘十 yP
,

1一21一z
一一

x 任 【x M
,
x i+ 1

〕
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由上面的构造知
: *

(x )任Cl 〔x
、 , x ‘+ 1

〕
,

且 : ‘(x )是单调增下凸的
。

2
.

3 有拐点子区间上的插值函数

当 D
Zy ‘

与 D
Z
yi + 2

异号时
,

则插值函数在〔毛
,

x 、,

〕上有一拐点
,

记

x ‘ + x 、+ 1

2
又 ~ s (王

‘
) -

y ‘

+ y ‘+ 1

2

s ‘(又 ) = 2吐止二2 生*

x ‘+ 1
一 士i

式 中
,

当 D 场
、

) o
,

D
, y‘+ ,

( o
,

即
s‘) s、一 , , s‘) s‘+ 1

时
,

取 又) i
,

如图 2 (a ) ; 当 D
, y、

< o
,

D
Z y‘+ 1

> o
,

即
: ‘< s‘一、 , s‘< s 、+ ,

时
,

取 又
4

( 1
,

如图 2 (b )
。

由无拐子区间上插值函

数的构造方法
,

我们可以在

[ x ‘, 牙、〕
、

〔王
‘ ,

王‘+ 1

〕上分别构

造单调 凸的 Cl 二次多项式
,

它们的单调性相同而凸性正

好相反
,

所以
,

(王
‘ ,

歹
‘
)是 [ x ‘ ,

x ‘+ 1

〕上的唯一拐点
。

从上述插值函数
‘ (x )

沪

/ 矛 l
‘+ 1

(云 + 一, , ‘+ 一)

卫二竺丝止一一
O

‘

(a )

‘

⋯产
一

’‘

一’

石一
—

,

一-
一

—一
工

(b )

图 2 各拐点的插值函数

的构造过程
,

我们可以得到下面的保单调性和保凸性定理
。

定理 1 (保单调性定理) 设 {y ‘

}几
:

是压
,

习的分划 乃上的单调增数组
,

则仁
a ,

习上的插

值函数
: (x) 具有一阶连续导数

,

且 : ‘

(x )> 0.

定理 2 (保 凸性定理 ) 当二阶差商 D
Z y‘

与 D
Z
多 + l

同号时
,

则 s’’(x )在子 区间〔x
‘,

x ‘+ 1

〕上与 D
Z y ‘

同号
,

即有相同的凸性
; 当二阶差商 D

Z y ‘

与 D
Z
苏十 1

异号时
,

则 尹(x) 在[x
‘ ,

云〕上与 D
Z y 、

同号
,

在〔王
‘ ,

x 、 :

〕上与 D
Z y ‘

异号
,

即 、
(x )在叶

: ,

云 + 1

〕上有一拐点
。

3 误差分析

设 L (x )表示过点 (x ‘ ,

y 、
)与 (x 、 l ,

”十 ,
)的折线函数

, : (x )为插值函数
,

x M 任 (x 、 ,

x 、 ;
)为 L (x )的角点坐标

。

引理 3 设〔x ‘,
x 、 1

]为无拐点子区间
,

则有下述误差估计
:

}: (x ) 一 L (x ) }簇 卜(x ,‘
) 一 L (x , ) } (x ‘

镇 x 成 x ‘+ 1
)

证明 令
。 (x )一 : (x )一 L (x )

。

若 [ x 、 ,

双+ l

〕为无拐点子区间的情形 (1 )
,

则

门
、 , , 、

rl
l 、

x 一 孟+1
J .

x 一 若
J J

e 气工少 =
万 气x 少 一 ‘ 又x 少 = 一

—
“‘ 州广

—
“‘+ 1

一 “‘

芯‘+ l
一 工‘ 苦‘+ 1

一 工‘

X 一 X ‘

x ‘+ -
一 x f

(d ‘+ ;
一 d

‘
) > 0 (x 、

镇 x 镇 x , )

若〔若
,

去 十 ,

〕为无拐点子区间的情形 (2 )
,

则

e ‘ (x ) =
X 一 X ‘

X M 一 X ‘

(s、 一 d ‘
) > 0 (x ‘

镇 x 簇 x M )

又因 。(x ‘
)= o

,

故

}e (x ) } 一 15 (x ) 一 L (x ) }簇 }
e (x 、 ) } = }s (x 、 ) 一 L (x , ) } (x ‘

( x 簇 x M )

同理可证 15 (x ) 一 L (x ) }簇 卜(x 、 :, 一 L (x 、) } (x , 成 x 镇 x 、+ 1
)



综上引理得证
。

定理 3 (逼近定理 ) 设单调函数 f (x ) 任口肠 ,.习
,

则 f (x )的 Cl 二次样条擂值函数
, (x )满足

:

j
: (x )一 f (x ) l= O (h Z

)

式中
,

h一 m ax }x 、1
一 x ‘

I
。

即 :
(x )有二阶逼近精度

。

O‘ r‘月

证明 因 f (x) 可微
,

由 L ag ra ng
e
中值定理知

,

存在 必任 (x ‘一 1 , x 、 1
)

,

甲任 (x 、 , x 、 2
)

,

丸

任 (x ‘ ,

姜 + l
)

,

使

尹(内 -
y ‘+ l

一 y i一 1

x
留十 1
一 孟

一 1

一 s’(x 、
) 一 试

尹(甲) ~
y i+ 2

一 y‘

x f + 2
一 x ‘

= s ,

(x 、+ 1
) ~ d ‘+ 1 ; f’(笋

。
) =

y ‘+ z
一 y‘

若 十 1
一 孟

首先考虑折线函数 L (x) 与 f (X )的误差
。

若〔x
‘,

x 、 1

〕是无拐点子区间
,

当 x 任 [ x ‘ ,
x M」时

,

f (x )在 毛

。 , 、 , 、 .

1 。
, , 。 、 ,

J Lx , 一 J 灭x
,

) 十 J
’

Lx 口 气x 一 x 口 十 下
~

J L口夕气x 一 x 口
-

‘

处的泰勒展开式为

(x 、

( 8 ( x ‘+ 1
)

于是由折线函数式 (7) 知
,

当 x 任〔x
、 , x M〕时

}f (x ) 一 L (x ) } = }f (x ) 一 f (x ‘
) 一 s ‘(s‘) (x 一 x ‘

) }

、 }fl (X 、
)
一

(X ‘
) . .X

一
+

音
}尹 (6 ) . !X - X ‘

一

一 ,f’ (二 , 一 尹(内 , }二 一 、 , +

音‘
尹气6 , , }二 一 二 }

2

一 }尹(“
。
) }.X

一
,

一
, } +

合!尹(“) }!X

一
}

2

、

(
、 +

合M
)

h Z
一

普Mh
’

式中 60 位于 禺 与笋之间
,

M一黑荡!尹 (x 川
。

同理
,

当 二。 : X 二
,

二+ 1

: 时
,

由 f ; 二)在 二一处的泰勒展开式得 }f (? )一 : (? ) }、
普Mh

Z ,

从而知
,

当 二 。〔X ‘,

二+ 1

」时
,

有 }f (二 )一 : (二 ) }、
音MH

Z
·

现考虑
: (x )与 L (x )的误差

。

由引理 3
、

式 (7 )和式 (9 )得

}s (x ) 一 L (x ) 1簇 }
s (x , ) 一 L (x , ) 1

1
, 、 .

1
,

二子s f .
气x 健 一 x 口 十 二犷气x 材 一 工口 4 f

一 y f
一 Ly ‘

十 探八 x 材 一 x 犷) ) }

“
一 }
音

(X M

一
)“ +

音
(X M

一
‘
)试 一 试(X M 一 二 ) }

一

合
卜
、
一 d ‘

. .X , - X 、

一音
. : (、) 一 : (沟以

X ,

一
‘

. 、Mh
Z

故当 x 任 [ x ‘ ,
x i+ ,

〕时
,

有

}: (x ) 一 f (x )I 镇 }f (x ) 一 L (x )

6 4
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若〔x
‘ ,

x ‘+ ,

〕是有拐点的子区间
,

令

_ l _ _ 、
_

.

y ‘+ 1
一 苏

l

q 气苦夕 ~ y ‘ , ~

—
气X 一 X 口

x ‘+ i
一 x ‘

二 y ‘
+ (x 一 x ‘

)s ‘ 一 y 、
+ 尹(笋

。
) (x 一 x 、

)

由有拐点子区间上 s( x )的构造
,

显然有 }
, (x )一抓x ) l簇 }L (x )一抓x) I

当 x 任 [ x ‘ ,

王‘〕时

}
s (x ) 一 q (x ) l簇 11

‘
(x ) 一 q (x ) }镇 1

5 ‘一 试 llx 一 否 }簇 五夕人2

同理
,

当 x 任叶
‘ , x ‘+ 1

〕时
,

有 1
5 (x )一叮(x ) }( 材入

2

而当 x 任〔x ‘,
x i+ 1

〕时
,

又有

}f (x ) 一 q (x )I ~ }f (x ‘
) + 尹 (x ‘

) (x 一 x ;
) + 尸

(夕)

2
(x 一 x 、

)
2
一 y ‘

一 尹仔
。
) (x 一 x ‘

)I

一 }f’ (x
‘
) 一 尹 .
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一
乙 ‘

叁Mh
Z

艺

If (x ) 一 s (x ) l镇 }f (x ) 一 q (x ) I + }q (x ) 一 s (x ) }

, 3
二 , , ,

乏灸 丁丁 Z性 n “

十 Z玖 n “

乙

5
二 , , ,

二 二二 ~ 二, Z枚 n .

艺

综上得知
,

当 x e 〔x
‘ ,

x 、 ,

j时
,

有 }f (x )一 : (x ) }镇要Mh
Z
一。 (h ,

)

‘
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